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摘要　讨论h~混合序列的广义 Jamison型加权和的强收敛性 , 推广了著名的 Jamison定理 .
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Abstract　 The st rong convergence properties of Jamison w eighted sums of h~ Random Sequences

was discussed, and the famous Jamison theorem was ex tended.
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1　定义和引理

　　设 {X i , i∈ N }是概率空间 (K,U, P )上的随机变

量序列 ,Fs = e(X i , i∈ s N )为e-域 ,在U中给定e-

域 F ,R ,令

　　h( F, R ) = sup{|P (B|A) - P (B )|; A ∈ F,

P ( A ) > 0,B∈ R } ,

引入如下的相依系数: 对 k≥ 0,令

　　h~(k ) = sup{h(Fs , FT ) ,有限子集 S, T  N ,且

dist( S, T ) ≥ k } , ( 1)

其中 dist ( S, T )表示集合 S, T的距离 .显然 , 0≤ h~(k

+ 1) ≤ h~ (k) ≤ 1,且h~ ( 0) = 1.

　　定义 1
[1 ]

　设随机序列 {X i , i∈ N }如存在 k∈

N ,使h~(k ) < 1,则称 {X i , i∈ N }是h~混合序列 .

　　h~混合与通常的h混合有一定的类似 ,但并不相

同 ,它们互不包含 .事实上 ,在通常的h混合系数h(k )

中 , ( 1)式的 S, T分别是 [1,n ]和 [n + k ,∞ )中的子

集 ;另外 ,h~混合只要求存在某 k∈ N ,使h~(k ) < 1,在

这一点上要比h混合的要求h(n)→ 0,n→ ∞弱得多 .

因此 ,h~混合是一类极为广泛的相依混合序列 ,对其

进行研究是很有价值的 .本文讨论h~混合序列的广义

Jamison型加权和的强收敛性 , 得到与独立情形一样

的 Jamison定理 , 并推广了 Jamison定理 .

　　 Jamison等
[2 ]
证明了如下结果:

　　定理 A　设 {X i }是 i. i. d.列 , {ai }是正数列 ,满

足条件 E|X 1|< ∞ , EX 1 = 0, An  ∑
n

i= 1

ai↑∞ ,n→

∞ ,# {i: Aia
- 1
i ≤ n } = O (n) ,n≥ 1,则

　　 Tn  A
- 1
n ∑

n

i= 1

aixi → 0, a. s.n→ ∞ .

　　本文把 Jamison定理的独立情形推广到h~混合序

列 ,并把 N (n) = O (n) , E|X 1|< ∞ ,推广到更一般的

情况 N (n) = O ( f (n ) ) , Ef (|X1|) < ∞ ,以及把 {ai } ,

{ Ai }推广到一般数列 .

　　引理 1
[ 1]

　设 {Xn ,n≥ 1}是h~混合序列 ,满足

　　∑
∞

n= 1
Var Xn < ∞ , ( 2)

则∑
∞

n= 1
(Xn - EXn ) a. s.收敛 .

　　定义 2
[ 3]　设函数 l (x ) > 0( x > 0) ,若存在 x 0

> 0及常数 C > 0,使得任意 t≥ x ≥ x 0 ,恒有 l ( t ) ≥

Cl (x ) ,则称 l ( x )为拟单调上升的 ,若 l ( t ) ≤ Cl (x ) ,

则称 l ( x )为拟单调下降的 .

　　引理 2
[3 ]　设 h (x ) > 0为慢变函数 ,则对 W>

0,x
W
h( x )为拟单调上升函数 , x

- W
h (x )为拟单调下降

函数 .

　　为行文方便 ,本文一律以 C记与 n无关的正常

数 ,“ ” 表示通常的大 “O” ,N (n)  # {i: Aia
- 1
i ≤

10 Guangxi Sciences, Vol. 11 No. 1, Februar y 2004

DOI : 10. 13656 /j . cnki . gxkx . 2004. 01. 003



n }.

2　主要结果

　　定理 1　 设 {Xn ,n≥ 1}是同分布h~混合序列 ,

{ai }为正数列 , An  ∑
n

i= 1
ai↑∞ ,

　　EX 1 = 0, ( 3)

　　E|X 1|< ∞ , ( 4)

　　N (n)  n ,n≥ 1, ( 5)

则　 Tn  A
- 1
n ∑

n

i= 1

aiX i→ 0, a. s. ( 6)

　　定理 2　设 {Xn ,n≥ 1}是同分布h~混合序列 ,满

足 ( 3)式 ,h (x ) > 0为慢变函数 , f (x )  x
r
h (|x|) , 1

< r < 2, {ai }为任意数列 , 0 < An↑∞ ,

　　E ( f (|X 1|) ) < ∞ , ( 7)

　　N (n)  f (n) ,n≥ 1, ( 8)

则 ( 6)式成立 .

3　定理的证明

　　定理 1的证明

　　设 N ( 0) = 0,bi Aia
- 1
i ,由 ( 5)式得 bi→ ∞ , i→

∞ .如不然 ,则有无穷多个 i ,及某个 n0使 bi ≤ n0 ,由

( 5)式得 N (n0 ) = ∞  n0 ,这是不可能的 ,因此 ,bi→

∞ , i→ ∞ .

　　记　Yi = X i I (|X i|≤ bi ) ,

则有

　　 Tn = A
- 1
n ∑

n

i= 1
ai (X i - Yi ) + A

- 1
n ∑

n

i= 1
ai ( Yi -

EYi ) + A
- 1
n ∑

n

i= 1
ai EYi  I1+ I2 + I3 , ( 9)

由 ( 3)式及 ( 5)式得

　　∑
∞

i= 1

P (X i ≠ Yi ) = ∑
∞

i= 1

P (|X i|≥ bi ) =

∑
∞

j= 1
∑

j- 1 <b
i
≤ j

P (|X i|≥ bi > j - 1) = ∑
∞

j= 1
(N ( j ) -

N ( j - 1) )P (|X1|≥ j - 1) = ∑
∞

j= 1
N ( j )P ( j ≤

|X 1|< j + 1)  ∑
∞

j= 1

jP ( j ≤ |X 1|< j + 1)  

E|X 1|< ∞ .

　　由 Bo rel-Cantelli引理得

P (X i≠ Yi , i. 0. ) = 0,

故　 I1 = A
- 1
n ∑

n

i= 1
ai (X i - Yi ) → 0, a. s. ( 10)

　　又因为　E|X 1|< ∞ ,且 bi → ∞ ,

所以　 lim
i→∞

biP (|X 1|> bi ) = 0, lim
i→∞

E( X i I (|X
i
|≤ b

i
) ) =

lim
i→∞

E (X 1I (|Xi|≤ bi ) ) = EX 1 = 0.

　　由此可得　|EYi|= |EX i I(|X
i
|≤ b

i
)|→ 0,

又 A
- 1
n ai > 0,∑

n

i= 1
A

- 1
n ai = 1,故由 Toepli tz引理得

　　 I3 = A
- 1
n ∑

n

i= 1

aiEYi → 0. ( 11)

　　下证　 I2 = A
- 1
n ∑

n

i= 1

ai (Yi - EYi ) → 0, a. s.

( 12)

　　 因为 0 < An↑∞ ,由 Kronercker引理 ,只需证明

　　∑
∞

i= 1

A
- 1
i ai (Yi - EYi )　 a. s.收敛 .

　　由h~的定义知 {A
- 1
i aiYi }仍然是h~混合的 ,故由引

理 1只需证明

　　∑
∞

i= 1

Var( A- 1
i aiYi ) < ∞ , ( 13)

因为　∑
∞

i= 1
Var( A

- 1
i aiYi ) = ∑

∞

i= 1
A

- 1
i a

2
i E( Yi - EYi )

2
≤

∑
∞

j= 1
∑

j- 1 <b
i
≤ j

A
- 2
i a

2
i EY

2
i = ∑

∞

j= 1
∑

j- 1 <b
i
≤ j

b
- 2
i EY

2
i  

∑
∞

j= 1
∑

j- 1 <b
i
≤ j

b
- 2
i EX

2
i I (|X

i
|≤ b

i
< j )  ∑

∞

j= 2
(N ( j ) - N ( j -

1) ) ( j - 1) - 2
EX

2
1 I (|X

1
|≤ j ) = ∑

∞

j= 2

(N ( j ) - N ( j -

1) ) ( j - 1) - 2∑
j

k= 1

EX
2
1I ( k- 1 <|X

1
|≤ k) = ∑

∞

k= 2
∑

∞

j= k

(N ( j ) -

N ( j - 1) ) ( j - 1)
- 2
EX

2
1I (k - 1 <|X

1
|≤ k) =

∑
∞

k= 2
∑

∞

j= k

N ( j ) ( ( j - 1)- 2 - j
- 2 )EX 2

1I ( k- 1 <|X
1
|≤ k)  

∑
∞

k= 2
∑

∞

j= k

j ( ( j - 1)
- 2

- j
- 2

) EX
2
1I (k- 1 <|X 1|≤ k )  

∑
∞

k= 2
∑

∞

j= k

j
- 2
EX

2
1I (k- 1 <|X

1
|≤ k)  

∑
∞

k= 2
k

- 1
E|X 1|k I (k- 1 <|X

1
|≤ k )  E|X 1|< ∞ . ( 14)

故 ( 13)成立 ,综合 ( 9) ～ ( 12)定理 1得证 .证毕 .

　　定理 2的证明

　　仍沿用定理 1证明的符号 ,只需证明

　　 Ii = 0, a. s. i = 1, 2, 3.

　　由引理 2知 f (x )拟单调上升 ,由 ( 3)式及 ( 7)

式 ,类似于 ( 10)式的证明得

　　∑
∞

i= 1

P( X i ≠ Yi ) = ∑
∞

j= 1

( N ( j ) - N ( j -

1) ) P(|X 1|≥ j - 1) = ∑
∞

j= 1

N ( j ) P ( j≤ |X 1|< j+

1)  ∑
∞

j= 1

f ( j ) P ( j≤ |X1| < j+ 1) ≤
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∑
∞

j= 1

E ( f (|X 1|)P ( j ≤ |X 1|< j + 1) )  Ef (|X1|)

< ∞ .

故　 I1 = A
- 1
n ∑

n

i= 1

ai (X i - Yi ) → 0, a. s.

　　下证　 I2 = A
- 1
n ∑

n

i= 1
ai (X i - EYi ) → 0, a. s.

　　为此 ,只需证明 ( 13)式 ,类似于 ( 14)式的证明有

　　∑
∞

i= 1
Var( A- 1

i aiYi )  ∑
∞

j= 2
(N ( j ) - N ( j - 1) ) ( j

- 1) - 2
EX

2
1I (|X

1
|≤ j) = ∑

∞

j= 2

(N ( j ) - N ( j - 1) ) ( j -

1) - 2∑
j

k= 1

EX
2
1 I (k- 1 <|X

1
|≤ k) = ∑

∞

k= 2
∑

∞

j= k

N ( j ) ( ( j - 1)- 2 -

j
- 2

) EX
2
1I (k- 1 <|X

1
|≤ k)  ∑

∞

k= 2
∑

∞

j= k

f ( j ) ( ( j - 1)
- 2

-

j
- 2

) EX
2
1I (k- 1 <|X

1
|≤ k) = ∑

∞

k= 2
∑

∞

j= k

j
r
h ( j ) ( ( j - 1)

- 2
-

j
- 2 ) EX 2

1I (k- 1 <|X
1
|≤ k) , ( 15)

因为 r < 2,取 0 < W< 2 - r ,有 r+ W- 2 < 0,且由

x
- W
h ( x )及 x

r- 2
h (x )拟单调下降得

　　∑
∞

j= k

j
r
h ( j ) ( ( j - 1)

- 2
- j

- 2
) =

∑
∞

j= k

j
r+ W

j
- W
h( j ) ( ( j - 1) - 2 - j

- 2 )  

k
- W
h (k )∑

∞

j= k

j
r+ W( ( j - 1)- 2 - j

- 2 )  

k
- W
h (k )∑

∞

j= k

j
r+ W- 3  k

- W
h (k )∫

∞

k
x
r+ W- 3dx = k

- W
h(k )

1
r+ W- 2

x
r+ W- 2|∞

k = k
-W
h (k) 1

- r - W+ 2
k
r+ W- 2 

k
r- 2

h(k ) ,

把上式代入 ( 15)式 ,且注意到 x
r- 2

h (x )拟单调下降

得

　　∑
∞

i= 1

Var( A- 1
i aiYi )  

∑
∞

k= 2
k
r- 2

h (k ) E|X 1|
r
|X 1|

2- r
I (k- 1 <|X 1|≤k )  

∑
∞

k= 2
E (|X 1|r- 2

h (|x1|)  |x 1|r  |x1|2- r ) I (k- 1 <|X
1
|≤ k)

 E|X 1|r
h (|X 1|) = Ef (|X 1|) < ∞ .

　　故 ( 13)式成立 .

　　最后证　 I3 = A
- 1
n ∑

n

i= 1

ai EYi → 0,

因 0 < An↑∞ ,由 Kronercker引理 ,只需证明

　　∑
∞

i= 1

A
- 1
i ai EYi < ∞ .

　　因为 EX 1 = 0,所以 |EX1 I (|X 1|≤bi ) |=

|EX 1I (|X
1
|> b

i
)|,故有

　　∑
∞

i= 1

A
- 1
i aiEYi ≤ ∑

∞

i= 1

A
- 1
i ai|EYi|=

∑
∞

i= 1

b
- 1
i |EX1 I (|X

1
|≤b

i
)|= ∑

∞

i= 1

b
- 1
i |EX 1I (|X

1
|> b

i
)|≤

∑
∞

i= 1
b

- 1
i E|X1|I (|X

1
|> b

i
) =

∑
∞

j= 1
∑

j- 1 <b
i
≤ j

b
- 1
i E|X 1|I (|X

1
|> b

i
> j- 1)  ∑

∞

j= 2
( j -

1)- 1 ( N ( j ) - N ( j - 1) )∑
∞

k= j

E|X 1|I ( k≤|X
1
|< k+ 1) ≤

∑
∞

k= 2
∑

k

j= 2

( j - 1) - 1 (N ( j ) - N ( j -

1) ) E|X 1|I (k≤|X
1
|<k+ 1) , ( 16)

因为 r > 1,取W1 > 0,使 r - W1 > 1有

　　∑
k

j= 2
( j - 1)

- 1
( N ( j ) - N ( j - 1) )  

∑
k

j= 2
N ( j ) ( ( j - 1)

- 1
- j

- 1
) ∑

k

j= 2
j
r
h ( j ) ( ( j - 1)

- 1
-

j
- 1 ) = ∑

k

j= 2
j
r- W

1 ( jW1h( j ) ) ( ( j - 1) - 1 - j
- 1 )  

k
W

1h(k )∑
k

j= 2

j
r-W

1
- 2  k

W
1h (k )∫

k

2
x
r-W

1
- 2dx = k

W
1h(k )  

1
r - W1 - 1

x
r-W

1
- 1|k

2  k
r- 1

h(k ) ,

代入 ( 16)式 ,且注意到 x
r- 1

h( x )拟单调上升得

　　∑
∞

i= 1

A
- 1
i aiEYi ∑

∞

k= 2

k
r- 1

h (k) E|X 1|I( k≤|X
1
|≤ k+ 1)  

∑
∞

k= 2
E(|X 1|

r- 1
h (|X 1|)|X 1|) I ( k≤|X

1
|< k+ 1)  

Ef (|X1|) < ∞ .

　　证毕 .
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