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摘要　利用 Lyapunov-Razumikhin理论 ,讨论一类具有周期系数和连续时滞的多种群生态竞争 -捕食系统 ,在一

定的条件下 ,证明该系统的周期正解的存在性和全局吸引性 .
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Abstract　 By employing the Lyapunov-Razumikhin technique, w e consider the existence, uniqe-

ness and global att ractivity of posi tiv e periodic solution of multispecies ecological competition-

predator system with periodic coef ficients and continuous time delay.
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　　实际的生态系统中 ,往往存在一些相互竞争的种

群以另外一些相互竞争的种群为食的现象 ,而种群之

间的相互作用可能不是线性关系 ,且关系系数会随季

节等因素的周期性变化而呈现周期性变化 .这些生态

系统周期正解的存在唯一性和全局吸引性具有十分

重要的实际意义 ,历来受到学术界的重视 [1, 2 ] .但以往

文献中的系统大都局限于不带时滞或离散型时滞 ,本

文进一步讨论的是:具有周期系数和连续时滞的多种

群生态竞争 -捕食系统:

x
 
i ( t ) = xi ( t ) [bi ( t ) - ai ( t ) xi ( t ) - ∑

n

k= 1
aik ( t )  

　　∫
0

-f
Aik (s )xk ( t+ s) ds - ∑

n+ m

k= n+ 1
eik ( t )  

　　∫
0

-f
Bik (s ) xk ( t+ s ) ds ], 1≤ i≤ n,

x
 
i ( t ) = xi ( t ) [bi ( t ) - ai ( t ) xi ( t ) + ∑

n

k= 1
aik ( t )  

　　∫
0

-f
Aik (s )xk ( t+ s) ds - ∑

n+ m

k= n+ 1

eik ( t )  

　　∫
0

-f
Bik (s ) xk ( t+ s ) ds ],n + 1≤ i≤ n+ m ,

xi (θ) = hi (θ)≥ 0,θ∈ [- f, 0] ,

　　i = 1, 2,… ,n+ m ,

( 1)

其中 ,xi ( t ) ( 1≤ i≤ n )为 t时刻食饵密度 ; xi ( t ) (n+

1≤ i≤ n+ m )为 t时刻捕食者密度 ; ai ( t ) ,bi ( t ) ( 1≤
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i≤ n+ m ) ,aik ( t ) ( 1≤ i≤ n+ m , 1≤ k≤ n) ,eik ( t ) ( 1

≤ i≤ n+ m ,n+ 1≤ k≤ n+ m )是非负连续的k周

期函数 ;hi ( 0) > 0; Aik (s ) ( 1≤ i≤ n+ m , 1≤ k≤ n) ,

Bik ( 1≤ i≤ n+ m ,n+ 1≤ k≤ n+ m )∈ C ( [- f,

0] , R
+
) ( 0 < f< ∞ )并且使得

　　∫
0

-f
Aik (s )ds =∫

0

-f
B ik (s ) ds = 1.

1　周期解的存在性

　　 引理 1. 1　C
n+ m
+ = {u = (u1 ,u2 ,… ,un+ m ) ∈

C
n+ m

( [- f, 0] , R
n+ m

): ui (θ)≥ 0,ui ( 0) > 0,θ∈ [-

f, 0 ] , 1≤ i≤ n + m }关于系统 ( 1)是不变的 .

　　证明　引理 1. 1显然成立 .事实上 ,令 ui = xi ,

i = 1, 2,… ,n+ m ,则当 xi ( 0) > 0, 1≤ i≤ n时

xi ( t ) = xi ( 0) exp{∫
t

0
[bi ( t ) - ai ( t ) xi ( t ) -

∑
n

k= 1
aik ( t )∫

0

-f
Aik (s )xk ( t+ s) ds -

∑
n+ m

k= n+ 1

eik ( t )∫
0

-f
Bik (s ) xk ( t + s ) ds ]dt } > 0,

当 xi ( 0) > 0,n + 1≤ i≤ n+ m时 ,

xi ( t ) = xi ( 0) exp{∫
t

0
[bi ( t ) - ai ( t ) xi ( t ) +

∑
n

k= 1

aik ( t )∫
0

-f
Aik (s )xk ( t+ s) ds -

∑
n+ m

k= n+ 1

eik ( t )∫
0

-f
Bik (s ) xk ( t + s ) ds ]dt } > 0,

记　 f
M = sup{ f ( t ): t∈ R} , f L = inf { f ( t ): t∈ R } ,

f 是连续有界函数 ;

　　a
* = max {aik ( t ): t∈ R } ,a* = min{aik ( t ): t∈

R } ,e* = max {eik ( t ): t∈ R} ,e* = min{eik ( t ): t∈ R };

当 0 <W<Z,C
n+ m
+ [W,Z]= {H= (H1 ,H2 ,… ,Hn+ m )∈

C
n+ m
+ : W≤Hi (θ)≤Z, 1≤ i≤ n+ m }.

　　引理 1. 2　如果系统 ( 1)满足条件

( H1)　a
L
i > na

* , i = n + 1,… ,n + m ,

那么系统 ( 1)正解是最终有界和最终一致有界的 .

　　证明　由于 a
L
i > na

* (n+ 1≤ i≤ n+ m ) ,那

么 p > 1和 H > 1,使得

　　b
M
i - (aLi - npa

* ) H < - 1,

且　b
M
k - a

L
k H < - 1,k = 1, 2,… ,n, i = n+ 1,… ,

n + m.

定义

　　V (xi ( t ) ) = max { xi ( t ) }i = 1, 2,… ,n + m ,

如果

　　V ( t+ θ) =  xi ( t+ θ) ≥ H , V ( t+ θ)≤ pV ( t ) ,

θ∈ [- f, 0] ,

那么

D
+

V ( t )≤ max{ xk ( t ) [bk ( t ) - ak ( t )xk ( t ) ] ,

xi ( t ) [bi ( t ) - ai ( t )xi ( t ) + ∑
n

k= 1

aik ( t )∫
0

-f
Aik (s) xk ( t +

s ) ds ] }≤ max { xk ( t ) [bk ( t ) - ak ( t )xk ( t ) ] ,xi ( t ) [bi ( t )

- ai ( t )xi ( t ) + ∑
n

k= 1
a
*∫

0

-f
Aik (s )pxk ( t ) ds ] } =

max {xk ( t ) [bk ( t ) - ak ( t ) xk ( t ) ] , xi ( t ) [bi ( t ) -

ai ( t )xi ( t ) + ∑
n

k= 1

a
*
pxk ( t ) ] }≤ max { H (bMk - a

L
k H ) ,

H [b
M
i - (a

L
i - npa

*
) H ] } < - H < - 1( 1≤ k≤ n,

n+ 1≤ i≤ n + m ) ,

由 Lyapunov-Razumikhin-type定理
[3, 4 ]
知系统 ( 1)的

正解是最终一致有界的 .

　　 对于 H
~ > H , 设 Z ( t ) = (x 1 ( t ) ,x 2 ( t ) ,… ,

xn+ m ( t ) )为系统 ( 1)通过 (e,H)的解 ,其中H∈ C
n+ m
+

和e∈ R , 0≤Hi (θ)≤ H
~
,θ∈ [- f, 0 ].我们断言:当

t≥e时 ,有

　　 Z ( t ) ≤ H
~ , ( 2)

否则 , t
~≥e,使得当e- f≤ t < t

~时 ,有

　　 Z ( t ) ≤ H
~
, ( 3)

　　 Z ( t~) ≤ H
~ , ( 4)

　　 D
+

V (Z ( t~) )≥ 0, ( 5)

由 ( H1)、 ( 3)、 ( 4)和系统 ( 1)可得到

　　 D
+
V ( Z ( t~) ) < H

~ max
t
~ { [bk ( t~) - ak ( t~) H~ ] , [bi ( t~-

(ai ( t~) - na
*
) H~ ]} < 0, 1≤ k≤ n ,n+ 1≤ i≤ n+

m ,

这显然与 ( 5)矛盾 ,因此 ( 2)是成立的 .即系统 ( 1)的

正解是最终有界 .

　　引理 1. 3　假设系统 ( 1)满足条件 ( H1) ,那么以

下命题成立 .

　　 ( i)对于给定的 0 <W<Z,存在常数 0 < d < D ,

使得当所有的e∈ R ,hi∈ C
n+ m
+ [W,Z]和 t≥e时 ,有

　　d≤ xi (e,hi )≤ D , i = 1, 2,… ,n + m.

　　 ( ii )存在常数 0 < m < M ,使得对于给定的 0 <

W<Z,存在常数 T= T (W,Z) > 0,当所有的e∈ R ,Hi

∈ C
n+ m
+ [W,Z]和 t≥e+ T时 ,有

　　m≤ xi (e,hi )≤ M , i = 1, 2,… ,n + m.

　　证明　首先证明命题 ( i ) ,对于给定的 0 <W,Z,

由引理 1. 2知存在常数 D> 0,使得当所有的e∈ R ,

hi ∈ C
n+ m
+ [W,Z]和 t≥e时 ,有

　　 xi (e,hi )≤ D, i = 1, 2,… ,n+ m . ( 6)

　　下面往证:存在常数 d > 0,使得当所有的e∈

R,hi∈ C
n+ m
+ [W,Z]和 t≥e时 ,有

　　 xi (e,hi )≥ d , i = 1, 2,… ,n+ m , ( 7)
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为此作变换

　　 xi ( t ) =
1
Ti ( t )

, i = 1, 2,… ,n + m , ( 8)

系统 ( 1)变为系统

　　

T i ( t ) = Ti ( t ) [- bi ( t ) + ai ( t )
1
Ti ( t )

+

　　∑
n

k= 1

aik ( t )∫
0

-f
Aik (s ) 1

Tk ( t+ s )
ds+

　　∑
n+ m

k= n+ 1

eik ( t )∫
0

-f
Bik (s )

1
Tk ( t + s )

ds ],

　　 1≤ i≤ n,

T i ( t ) = Ti ( t ) [- bi ( t ) + ai ( t ) 1
Ti ( t )

-

　　∑
n

k= 1
aik ( t )∫

0

-f
Aik (s )

1
Tk ( t+ s ) ds+

　　∑
n+ m

k= n+ 1

eik ( t )∫
0

-f
Bik (s ) 1

Tk ( t + s )
ds ],

　　n + 1≤ i≤ n+ m .

( 9)

　　定义

　　V ( t ) = V (Ti ( t ) ) = max {Ti ( t ) } , i= 1, 2,… ,n+

m ,

由于 ( 6)式 ,当所有的e∈ R,h~i ∈ C
n+ m
+ [Z~ ,W~ ]和所有

的 t≥e时 ,有

　　
1

Ti (e,h~i ) ( t )≤ D ,

其中 ,h~i (θ) =
1

hi (θ)
,θ∈ [- f, 0 ];Z~ =

1
Z
,W~ =

1
W
,

i = 1, 2,… ,n+ m ,

记　V= a
M
i + na

*
+ me

*
, i = 1, 2,… ,n + m ,

由 ( 9)式得

D
+

V ( t )≤ ai ( t ) [- b
L
i + ai ( t )

1
Ti ( t )

+

∑
n

k= 1
aik ( t )∫

0

-f
Aik (s )

1
Tk ( t+ s )

ds+

∑
n+ m

k= n+ 1
eik ( t )∫

0

-f
Bik (s )

1
Tk ( t + s )

ds ] , ( 10)

D
+

V ( t )≤Ti ( t ) [a
M
i + na

*
+ me

*
]D = V ( t )VD ,

( 11)

也易知存在正常数X和足够大的 H
* ,使得当所有的 t

≥e和Ti ( t+ θ)∈ [H
*
,∞ ) ,θ∈ [- f, 0 ] ( i = 1, 2,

… ,n+ m )有

　　 - b
L
i + [ai ( t ) + ∑

n

k= 1

aik ( t ) + ∑
n+ m

k= n+ 1

eik ( t ) ]
1
H
* <

- X< 0, i = 1, 2,… ,n+ m. ( 12)

　　现在需要证明的是 ,能够找到正常数 K (
1
K
<

D ) ,使得当 t≥ e(e∈ R ) ,h~i ∈ c
m+ n
+ [Z~ ,W~ ]时 ,有

　　V ( t )≤ K .

选取 K = H e
2VDf
,根据 ( 10)和 ( 12)式 ,对于 t0 > e,

当 t 1 > t0时 ,有

　　 V ( t1 )≤ H ,

否则 , V ( t )会趋于无穷 ,这与 ( 12)式矛盾 . 如果对于

足够大的 t ,V ( t ) > K ,那么存在 t1和 t2 ( t2 > t1 > e) ,

有

　　 V ( t1 ) = H ,V ( t2 )≥ K ,D
+
V ( t2 )≥ 0,当 t∈ [t1 ,

t2 ] , V ( t ) ∈ [H , K ]. ( 13)

　　由于 ( 11)式成立 ,当 t≥ t1时 ,有

　　 V ( t )≤ V ( t 1 ) eVD (t - t1) ,

这蕴含了 t2 - t1 > 2f. 因此由 ( 12)式得

- b
L
i + ai ( t2 ) 1

Ti ( t2 )
+ ∑

n

k= 1

aik ( t2 )∫
0

-f
Aik (s ) 1

Tk ( t2 + s )
ds

+ ∑
n+ m

k= n+ 1
eik ( t2 )∫

0

-f
Bik (s)

1
Tk ( t2 + s) ds < - X< 0,

从而　 D
+

V ( t2 ) < 0.

　　这与 ( 13)式相矛盾 . 因此当所有的 t≥e,所有

的e∈ R和h~i ∈ C
n+ m
+ [Z~ ,W~ ]时 ,有

　　 V ( t )≤ K ,

即当所有的 t≥e,有

　　Ti (e,h~i ) ( t )≤ K , i = 1, 2,… ,n + m ,

令 d =
1
K
,那么 ( 7)式成立 ,综上所述 ,由 ( 6)和 ( 7)

式 ,命题 ( i)成立 .

　　下面证明命题 ( ii) .由引理 1. 2知系统 ( 1)的正解

是最终一致有界 ,即存在常数 M > 0,使得对于给定

的 0 < W< Z, T1 (W,Z) > 0,当所有的e∈ R,h~i ∈

C
n+ m
+ [W,Z]和 t≥e+ T1时 ,有

　　 xi (e,hi )≤ M , i = 1, 2,… ,n+ m , ( 14)

作同样的变换

　　 xi ( t ) =
1
Ti ( t ) , i = 1, 2,… ,n + m ,

按照命题 ( i)的证明过程类似可以找到常数 K
* 使得

当所有的 t≥e+ T2 ( T2 = T2 (W~ ,Z~) )时 ,有

　　Ti (e,h~i ) ( t )≤ K
* , i = 1, 2,… ,n+ m ,

令　m = 1
K
* ;h
~
i (θ) = 1

hi (θ)
;Z~ = 1

Z
,W~ = 1

W
,

显然当 t≥e+ T2时 ,有

　　 xi (e,hi )≥ m , i = 1, 2,… ,n + m . ( 15)

　　取 T = max {T1 , T 2} ,由 ( 14)和 ( 15)式就知命题

( ii )成立 .

定义　 x
~

i ( t ) = ln xi ( t ) , i = 1, 2,… ,n+ m , ( 16)

系统 ( 1)变为如下系统
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x
~ 

i ( t ) = bi ( t ) - ai ( t ) e
x
~
i
(t )
-

　　∑
n

k= 1
aik ( t )∫

0

-f
Aik (s ) e

x~
k
(t+ s )

ds -

　　∑
n+ m

k= n+ 1
eik ( t )∫

0

-f
Bik (s ) e

x~
k
(t+ s )

ds , 1≤ i≤ n,

x
~
 

i ( t ) = bi ( t ) - ai ( t ) e
x~
i
(t )
+

　　∑
n

k= 1
aik ( t )∫

0

-f
Aik (s ) ex

~
k
(t+ s ) ds -

　　∑
n+ m

k= n+ 1
eik ( t )∫

0

-f
Bik (s ) ex

~
k (t+ s ) ds ,

　　n + 1≤ i≤ n+ m ,

( 17)

显然如果系统 ( 17)有k周期解 ,那么系统 ( 1)也有k

周期解 .

　　引理 1. 4　条件 ( H1)成立 ,系统 ( 17)的解是最

终有界和最终一致有界 .

　　证明　由引理 1. 3的命题 ( i )和 ( ii ) ,往证:系统

( 17)的解是最终有界和最终一致有界的 ,

(Ⅰ )令

　　Y= min{|lnW|,|lnZ|}; A = max {|ln d|,|ln

D|} ,

由引理 1. 3的命题 ( i)和 ( 16)式得当Y> 0,有 A> 0

使得对于所有的 e∈ R ,h~i (θ) = lnhi (θ) ∈ C ,并且

 h~i (θ) ≤Y, ( i = 1, 2,… ,n+ m ) ,有

　　 x~ i (e,h~i ) ( t ) ≤ A,

因此系统 ( 17)的解是最终有界 .

(Ⅱ ) 令

　　Y = min{|lnW|,|lnZ|}; B = max {|lnm|,

|lnM|} ,

由引理 1. 3的命题 ( ii )和 ( 16)式也能证得系统 ( 17)

的解是最终一致有界 .

　　定理 1. 1　假设系统 ( 1)满足条件 ( H1) ,那么该

系统就有正的 k周期解 .

　　证明　 由引理 1. 4,知道系统 ( 17)的解是最终

有界和最终一致有界的 ,引用 Burton 's theorem
[5 ]
得

系统 ( 17)有k周期解 ,因此系统 ( 1)就有正的k周期

解 . 定理得证 .

2　周期解的全局吸引性

　　设 Z
* ( t ) = (x*1 ( t ) , x*2 ( t ) ,… , x*n+ m ( t ) )是系统

( 1)的一个正的k周期解 , Z ( t ) = (x 1 ( t ) , x2 ( t ) ,… ,

xn+ m ( t ) )是系统 ( 1)的任意解 ,且 xi ( 0) > 0, i = 1, 2,

… ,n+ m.

记　a
L = min

1≤ i≤ n+ m
{aLi } ,

　　定理 2. 1　假设系统 ( 1)满足

( H2)　a
L > ma

* ,

则系统 ( 1)有唯一的周期解并且该解是全局吸引的 .

　　证明　

令　 vi ( t ) = ln
xi ( t )

x
*
i ( t )

, i = 1, 2,… ,n+ m ,

系统 ( 1)变为系统

v
 
i ( t ) = - ai ( t )x*i ( t ) ( evi ( t) - 1) -

　　∑
n

k= 1

aik ( t )∫
0

-f
Aik (s) x*k ( t + s ) ( evk (t+ s ) - 1) ds -

　　∑
n+ m

k= n+ 1

eik ( t )∫
0

-f
Bik (s) x*k ( t + s ) ( evk (t+ s ) - 1) ds ,

　　 1≤ i≤ n,

v
 
i ( t ) = - ai ( t )x

*
i ( t ) ( e

v
i
( t)
- 1) +

　　∑
n

k= 1

aik ( t )∫
0

-f
Aik (s) x*k ( t + s ) ( evk (t+ s ) - 1) ds -

　　∑
n+ m

k= n+ 1
eik ( t )∫

0

-f
Bik (s) x*k ( t + s ) ( evk (t+ s ) - 1) ds ,

　　n + 1≤ i≤ n+ m ,

构作 Lyapunov函数

V ( t ) = ∑
n

i= 1
{|vi ( t )|+ ∑

n

k= 1
a*∫

0

-f

Aik (s )∫
t+ s

0

(x
*
k (θ)|e

v
k
(θ)

- 1|) dθds+ ∑
n+ m

k= n+ 1
e*∫

0

-f

Bik (s )∫
t+ s

0

(x*k (θ)|evk (θ) -

1|) dθds} + ∑
n+ m

i= n+ 1
{|vi ( t )|+ ∑

n

k= 1
a
*∫

0

-f

Aik (s)  

∫
t

t+ s

( x*k (θ)|evk (θ) - 1|) dθds+ ∑
n+ m

k= n+ 1

e*∫
0

-f

Bik (s)  

∫
t+ s

0

( x*k (θ)|evk (θ) - 1|) dθds} ,

D
+

V ( t )≤∑
n

i= 1
{ - a

L
i x

*
i ( t )|evk ( t) - 1|} +

∑
n+ m

k= n+ 1
{ - a

L
i x

*
i ( t )|e

v
k
( t)
- 1|+ ∑

n

k= 1
a
*
x
*
k ( t )|e

v
k
( t)
-

1|} = ∑
n

i= 1
{ ( - a

L
i + ma

*
)x

*
i ( t ) e

v
k
(t )
- 1} +

∑
n+ m

i= n+ 1
{ - a

L
i x

*
i ( t )|e

v
k
( t)
- 1|} ,

由 ( H2) ,当 t≥e+ T时 ,有

D
+

V ( t ) ≤ ∑
n

i= 1
{ ( - a

L
i + ma

*
)m|e

v
i
( t)
- 1|} +

∑
n+ m

i= n+ 1

{ - a
L
i m|evi ( t) - 1|}≤ ( - a

L +

ma
* )m∑

n

i= 1

|evi ( t) - 1|- a
L
m∑

n+ m

i= n+ 1

|evi (t ) - 1|,

于是 U> 0,使得
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　　D
+

V ( t )≤- Um (∑
n+ m

i= 1

|evi ( t) - 1|) .

　　因此 ,根据文献 [6 ] ,我们知道系统 ( 1)的k周期

解 Z
* ( t )是全局吸引的 .

　　下证k周期解是唯一的 . 设

　　Z-( t ) = (x-1 ( t ) ,… ,x-n ( t ) ,x-n+ 1 ( t ) ,… ,x-n+ m ( t ) )

是系统 ( 1)的另一周期解 ,由上述证明过程可知:

　　|x-1 ( t ) - x
*
1 ( t )|+ … + |x-n ( t ) - x

*
n ( t )|+

…|x-n+ 1 ( t ) - x
*
n+ 1 ( t )|+ … + |x-n+ m ( t ) - x

*
n+ m ( t )|

→ 0. ( t→+ ∞ ) ,

　　从而 x
-
1 ( t ) = x

*
1 ( t ) ,… ,x-n ( t ) = x

*
n ( t ) , x-n+ 1 ( t )

= x
*
n+ 1 ( t ) ,… , x-n+ m ( t ) = x

*
n+ m ( t ) . 定理得证 .

参考文献

1　李传荣 ,卢松坚 . N种群周期系数非线性关系捕食 -竞争系

统的定性分析 .高校应用数学学报 , 1997, 12 A( 2): 147～

156.

2　文贤章 .多种群生态系捕食-竞争时滞系统正周期解的全

局吸引性 .数学学报 , 2002, 45( 1): 83～ 92.

3　 Hale J K. Theor y of Functional and Differential Equa tions,

New York: Springer-verlag Heidelberg: 1977.

4　 KuangYang. Delay Differential Equa tions with Applications

in Popula tion Dynamics, New Yo rk: Academic Press Inc,

1993.

5　 Burton T A. Lyapunov functionals and periodic so lutions.

Co lloquia Mathema tica Societatis Janos Bo lyai 53, In

Qualita tiv e Th eo ry of Differential Equa tions, Szeged,

Hungar y. 1997.

6　 Gopalsamy K. Stability and Oscillations in Delay Differential

Equations of Popula tion Dynamics, K luwer Academic,

Do rdrech t /Norw ell, M A, 1992.

(责任编辑:黎贞崇 )　　

(上接第 85页 Continue f rom page 85)

　　证明　当 n - 2为非平方数时 ,设 n - 2= D ,

由 ( 2)式得 ,

　　 ( 2Dx - D+ 2)
2
- D ( 2y+ 1) 2= D

2
- 5D+

4, ( 5)

　　设 Pell方程

　　u
2 - Dv

2 = 1 ( 6)

的基本解为 u1 + v1 D ,则对于任意 k ,满足 u+ v

D = (u1+ v1 D )
2k
的 (u ,v )也是 ( 6)的解 ,且适

合
[5, 6 ]

　　u≡ 1( mod 2D ) , 2|v. ( 7)

　　又设 x 1 , x2满足

　　 x1 + x 2 D = (D+ 2+ 3 D ) (u+ v D ) ,

( 8)

则有

　　 x1 = (D+ 2)u+ 3Dv , x2 = 3u+ (D+ 2)v ,

( 9)

于是令 2Dx - D+ 2= (D+ 2)u+ 3Dv , 2y+ 1=

3u+ (D+ 2)v ,则

　　 x =
D (u+ 1) + 2(u - 1)

2D
+

3v
2
, y =

(D+ 2)v
2 +

3u - 1
2 , ( 10)

由 ( 7)、 ( 10)式可直接验证 , ( 10)式是方程 ( 5)即方程

( 1)的无穷多组正整数解 .证毕 .

　　定理 2完全解决了当 n - 2为非平方数时该方程

的解的情况 ,而文献 [4, 6, 7]中的 ( 18)式中的 x不能

保证为正整数 ,因此其证明也是错误的 .
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