
2004-01-05收稿 , 2004-05-13修回。

广西科学 Guangxi Sciences 2004, 11 ( 3): 177～ 178, 182

分数 (g , f )-2-覆盖图和分数 (g , f )-2-消去图

On Fractional (g , f )-2-Covered Graphs and

Fractional( g , f )-2-Deleted Graphs

周思中

Zhou Sizhong

(江苏科技大学数理系　江苏镇江　 212003)

( Dept. of M ath.& Phys. , Jiangsu Sci.& Tech. Univ. , Zhenjiang, Jiangsu, 212003, China)

摘要　分别给出分数 ( g , f ) -2-覆盖图和分数 ( g , f ) -2-消去图的概念 ,以及一个图是分数 ( g , f ) -2-覆盖图和分

数 (g , f ) -2-消去图的若干充分条件 .
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Abstract　 In this paper, the f ractional (g , f ) -2-cov ered g raph and the f ractional (g , f ) -2-deleted

graph are defined, and some suf ficient conditions for a g raph to be f ractional (g , f ) -2-covered and

fractional (g , f ) -2-deleted are giv en.

Key words　 g raph, f ractional (g , f ) -2-cov ered g raph, f ractional ( g, f ) -2-deleted g raph, fractional

( g, f ) -factor

　　文献 [ 1, 2 ]给出一个图有分数 k-因子的充分必

要条件 ,文献 [3]引入分数 (g , f ) -覆盖图和分数 (g ,

f ) -消去图的概念 ,并分别给出一个图是分数 (g , f ) -

覆盖图和分数 (g , f )-消去图的一个充分必要条件 .

文献 [4～ 6]分别给出一个图是分数 (g , f ) -覆盖图

和分数 ( g, f ) -消去图的若干充分条件 .本文推广分

数 (g , f ) -覆盖图和分数 ( g, f ) -消去图的概念 ,给出

分数 ( g, f ) -2-覆盖图和分数 (g , f ) -2-消去图的定

义 ,并给出一个图是分数 (g , f ) -2-覆盖图和分数 (g ,

f ) -2-消去图的若干充分条件 .特别说明 ,本文所考虑

的图均为有限无向图 ,可以有重边但没有环 .

1　引理

　　设 G是一个图 ,对 V (G)的子集 S ,用 G- S表示

从 G中删去顶点集合 S及其关联的边所得的子图 .对

S V ( G) , G [S ]表示由 S导出的 G的子图 ,且 G- S

= G[V (G) \ S ].对 E E( G) ,G [E ]表示由 E导出的

G的子图 ,且 G- E= G [E( G) \ E ] .对 S V ( G) ,若

G [S ]中没有边 ,则称 S是独立集 .设 S和 T是 V ( G)

的不交子集 ,记 E ( S, T ) = { xy: xy∈ E (G) ,x ∈ S, y

∈ T } . 设 f (x ) 是任意函数 , 为方便记 , f ( S) =

∑ x∈ S
f (x ) ,并令 f (h) = 0.

　　 Anstee在文献 [7 ]中给出了一个图有分数 (g ,

f ) -因子的一个充分必要条件 ,刘桂真、张兰菊在文

献 [8 ]中又给出了该条件的一个简单证明 .

　　引理 1
[7, 8 ]
　设 G是一个图 ,则 G有一个分数 (g ,

f ) -因子当且仅当对任意的 S V (G)有 g( T ) -

dG- S ( T )≤ f ( S) ,其中 T = {x: x∈ V ( G) \ S ,dG- S (x )

≤ g (x ) } .

　　记 WG( S , T ) = dG- S ( T ) - g ( T ) + f ( S) ,

则引理 1可描述为:

　　引理 2
[ 5]　设 G是一个图 ,则 G有一个分数 (g ,

f ) -因子当且仅当对任意的 S V ( G)有WG (S , T )≥

0,其中 T = {x: x ∈ V ( G) \ S,dG- S (x )≤ g ( x ) }.

　　刘桂真 ,张兰菊在文献 [9]中得到下面结果:

　　引理 3
[9 ]
　设 G是一个图 , g和 f是定义在 V (G)

上的 2个整数值函数且 g≤ f .若对任意的 x ,y ∈

V (G)且 x≠ y ,有 f (x )dG (y )≥ dG (x )g ( y ) ,则图 G

有分数 (g , f )-因子 .

2　主要结果

　　定理 1　设 G是一个图 , g和 f是定义在 V ( G)上

的 2个整数值函数 ,且 g (x )≤ f ( x )≤ dG (x ) .若对任
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意的 x , y∈ V ( G)且 x≠ y ,有 ( f (x ) - 2) dG ( y )≥

(dG( x ) - 2)g ( y ) ,则图 G是分数 (g , f ) -2-覆盖图 .

　　证明　设 ei = uivi , i = 1, 2为图 G的任何两条

边 .显然 , G是分数 ( g, f ) -2-覆盖图当且仅当 G有一

个分数 ( g, f ) -因子 F = Gh含 e1和 e2 ,并且满足 h (e1 )

= 1和 h(e2 ) = 1.令 G′= G- e1 - e2 ,下面分 2种情

形讨论 .

　　情形 Ⅰ 　e1和 e2相邻 ,设相邻顶点为 u = u1 =

u2 .此时 ,定义 V ( G)上的 2个整数值函数 g′( x )和

g′(x )如下:

　　g
′
(x ) =

g( x ) - 2,x = u(u1或 u2 ) ,

g( x ) - 1,x = v1 ,v2 ,

g( x ) ,　　其它

　　 f
′( x ) =

f (x ) - 2, x = u (u1或 u2 ) ,

f (x ) - 1, x = v1 ,v2 ,

f (x ) ,　　 其它
　　显然 , G有一个分数 (g , f )-因子 F = Gh含 e1和

e2 ,并且满足 h (e1 ) = 1和 h (e2 ) = 1当且仅当 G′有一

个分数 ( g′, f′) -因子 .根据引理 3知 ,只需证明对任

意的 x , y∈ V ( G)且 x≠ y ,有

　　 f
′
( x ) dG′( y )≥ dG′( x )g

′
( y ) ( 1)

即可 .

　　 (Ⅰ ) x = u ,y ∈ {v1 ,v2 } ,则

　　 f
′( x ) dG′( y ) = ( f ( x ) - 2) (dG ( y ) - 1) =

( f ( x ) - 2)dG ( y ) - f ( x ) + 2≥ (dG (x ) - 2)g ( y )

- f (x ) + 2 = (dG( x ) - 2) ( g′( y ) + 1) - f ( x ) +

2 = dG′( x )g′( y ) + dG ( x ) - 2 - f (x ) + 2≥

dG′(x ) g
′
( y ) ;

　　 (Ⅱ ) x = u ,y  {v1 ,v2 } ,则

　　 f
′
( x ) dG′( y ) = ( f ( x ) - 2)dG (y )≥ (dG( x ) -

2)g ( y ) = dG′( x )g′( y ) ;

　　 (Ⅲ ) x ∈ {v1 ,v2 } , y = u ,则

　　 f
′( x ) dG′( y ) = ( f ( x ) - 1) (dG ( y ) - 2) =

( f ( x ) - 2)dG ( y ) - 2( f (x ) - 2) + dG ( y ) - 2≥

(dG( x ) - 2)g ( y )+ dG ( y ) - 2f (x )+ 2= ( dG (x ) -

2) ( g′( y ) + 2) + dG (y ) - 2f ( x ) + 2= (dG (x ) -

2)g′(y ) + 2dG ( x ) - 4+ dG ( y ) - 2f (x ) + 2 =

dG′(x ) g′( y ) - g
′( y ) + 2dG (x ) - 2f ( x )+ dG ( y ) -

2 = dG′(x ) g′( y ) + 2(dG (x ) - f ( x ) ) + dG ( y ) -

g (y )≥ dG′(x ) g′( y )

　　 (Ⅳ ) x ∈ {v1 ,v2 } , y {u,v1 ,v2 } ,则

　　 f
′( x ) dG′( y ) = ( f (x ) - 1) dG ( y ) = ( f (x ) -

2)dG (y ) + dG ( y ) ≥ (dG( x ) - 2)g ( y ) + dG (y ) =

dG′(x ) g
′
( y ) + dG ( y ) - g ( y )≥ dG′( x )g

′
( y ) ;

　　 (Ⅴ ) x = v1 , y = v2 ,则

　　 f
′(x )dG′( y ) = ( f (x ) - 1) ( dG ( y ) - 1) =

( f (x ) - 2)dG (y ) - ( f ( x ) - 2) + dG( y ) - 1≥

( dG (x ) - 2) g (y )+ dG( y ) - f ( x )+ 1= (dG( x ) -

2) (g′(y ) + 1) + dG( y ) - f (x ) + 1 = ( dG (x ) -

2)g′( y ) + dG (x ) - 2 + dG( y ) - f (x ) + 1 =

dG′(x )g′(y ) - g
′( y ) + dG (x ) - f (x ) + dG (y ) - 1

≥ dG′(x ) g′(y ) ;

　　 (Ⅵ ) x {u ,v1 ,v2 } , y = u,则

　　 f
′
(x )dG′( y ) = f ( x ) (dG ( y ) - 2) = ( f (x ) -

2)dG( y ) + 2dG ( y ) - 2f (x )≥ (dG (x ) - 2)g ( y ) +

2dG ( y ) - 2f ( x ) = dG′(x ) g′( y ) + 2dG( x ) - 2f (x )

+ 2dG ( y ) - 2g ( y ) ≥ dG′(x )g′( y ) ;

　　 (Ⅶ ) x {u ,v1 ,v2 } , y∈ {v1 , v2} ,则

　　 f
′
(x )dG′( y ) = f ( x ) (dG ( y ) - 1) = ( f (x ) -

2)dG( y ) + 2dG (y ) - f ( x )≥ ( dG (x ) - 2) g (y ) +

2dG ( y ) - f (x ) = dG′(x )g
′
( y ) + dG( x ) - f ( x ) +

2dG ( y ) - 2g ( y )≥ dG′(x )g′( y ) ;

　　 (Ⅷ ) x {u ,v1 ,v2 } , y {u,v1 ,v2 } ,则

　　 f
′(x )dG′( y ) = f (x )dG ( y ) = ( f ( x ) - 2)dG ( y )

+ 2dG( y ) ≥ (dG( x ) - 2) g (y ) + 2dG (y ) =

dG′(x )g′(y ) + 2dG ( y ) - 2g ( y ) ≥ dG′(x )g′( y ) .

　　 本文证明了对任意的 x , y∈ V (G)且 x≠ y ,有

( 1) 式成立 .由引理 3知 ,G′有一个分数 (g′, f′)-因

子 .于是 ,G有一个分数 (g , f ) -因子 F= Gh含 e1和 e2 ,

并且满足 h(e1 ) = 1和 h (e2 ) = 1.

　　情形 Ⅱ　 e1和 e2不相邻 .此时 ,定义 V ( G)上的

2个整数值函数 g
′
( x )和 f

′
(x )如下:

　　 g
′
(x ) =

g ( x ) - 1,x = u1 ,u2 ,v1 ,v2 ,

g ( x ) ,　　其它

　　 f
′(x ) =

f (x ) - 1,x = u1 ,u2 , v1 ,v2 ,

f (x ) ,　　其它
　　显然 ,G有一个分数 (g , f ) -因子 F = Gh含 e1和

e2 ,并且满足 h (e1 ) = 1和 h (e2 ) = 1当且仅当 G′有一

个分数 ( g′, f′) -因子 .根据引理 3知 ,只需证明对任

意的 x , y∈ V ( G)且 x≠ y ,有

　　 f
′
(x )dG′( y )≥ dG′(x ) g

′
( y ) ( 2)

即可 .

　　类似于情形 Ⅰ 的讨论 ,可证得对任意的 x , y∈

V (G)且 x≠ y ,有 ( 2)式成立 .由引理 3知 , G′有一个

分数 (g′, f′) -因子 .于是 , G有一个分数 ( g, f ) -因子

F = Gh含 e1和 e2 ,并且满足 h (e1 ) = 1和 h (e2 ) = 1.

　　综上所述 ,在所有的情形下 ,本文证明 G有一个

分数 (g , f ) -因子 F= Gh含 e1和 e2 ,并且满足 h (e1 ) =

1和 h (e2 ) = 1.于是 ,G是分数 (g , f ) -2-覆盖图 .
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　　证毕 .

　　定理 2　设 G是一个图 ,g和 f是定义在 V ( G)上

的 2个整数值函数 ,且对任意的 x ,y ∈ V (G)且 x≠

y ,有 f (x ) ( dG ( y ) - 2)≥ dG (x ) g (y ) ,则图 G是分数

(g , f ) -2-消去图 .

　　证明　设 ei = uivi , i = 1, 2为图 G的任何两条

边 ,令 G′= G- e1 - e2 ,显然对任意的 x∈ V ( G) ,有

dG (x )≥ dG′( x )≥ dG (x ) - 2.要证明定理成立 ,只需

证明 G′有一个分数 (g , f ) -因子 .由引理 3知 ,只要证

明对任意的 x , y∈ V (G)且 x≠ y ,有

　　 f (x )dG′(y )≥ dG′(x ) g( y ) ( 3)

即可 .

　　对任意的 x , y∈ V (G)且 x≠ y ,有:

　　 f (x )dG′(y )≥ f (x ) (dG (y ) - 2)≥ dG (x )g ( y )

≥ dG′( x ) g (y ) .

　　所以 ( 3)式成立 ,由引理 3知 , G′有一个分数 (g ,

f ) -因子 .于是 ,图 G是分数 ( g, f ) -2-消去图 .

　　证毕 .
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