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摘要　给出一类新的 BFGS校正公式 , 讨论其矩阵的正定性、 二次终止性和方向共轭性 , 并在适当条件下建立

该方法的全局收敛性 .
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Abstract　 The new BFGS method given in this paper no t only posesses the properties contained in

the no rmal BFGS method, but ov ercomes the disadvantage of the old one because the latter cannot

ensure the posi tiv e defini te of update matrix. Our aim is to discuss the properties of the proposed

method and establish it 's global converg ence under suitable condi tions.
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　　本文考虑如下的无约束最优化问题

　　min f (x ) , x∈ R
n , ( 0. 1)

其中 f (x ) 是连续可微函数 . 众所周知求解问题

( 0. 1)有效方法之一是拟牛顿方法 , 其中非常重要的

一步就是近似海色矩阵的校正 .由于 BFGS校正公式

的良好数值表现 ,许多学者都对 BFGS方法做了相应

的研究工作
[1～ 4 ]

. 但 BFGS方法不能保证校正公式的

正定性 , 所以近年来 , 文献 [5～ 8]给出了一些修改

的 BFGS方法来解问题 ( 0. 1) . 本文同样给出一个修

改的 BFGS方法 ,并讨论其矩阵保持正定性、二次终

止性和方向共轭性 ,且在适当的条件下建立此方法的

全局收敛性 .本文给出的修改 BFGS方法不但拥有通

常 BFGS方法所具有的性质 , 而且还克服了通常

BFGS方法不能保证校正矩阵正定性的性质 .

1　一个修改的 BFGS方法及性质

　　一般拟牛顿法迭代的主要步骤为:

　　步骤 1: 令 dk = - Hkgk ;

步骤 2:沿方向 dk作线性搜索 ,得到 xk+ 1 = xk

+ Tkdk ;

　　步骤 3:校正 Hk产生 Hk + 1.

其中 dk是第 k次的搜索方向 ;Tk是第 k次沿方向 dk得

到的步长 ; xk是第 k次的迭代值 ; Hk是 f 在 xk处的

Hesse逆矩阵或其近似逆矩阵 ; gk 是 f (x )在 xk处的

梯度值 .上式步骤中的关键是第三步 ,即如何产生校

正公式 .

　　 BFGS校正公式

　　Bk+ 1 = Bk +
yk y

T
k

s
T
k yk

-
Bk sk s

T
k Bk

s
T
k Bksk

, ( 1. 1)

其中 Bk是 f在 xk处的 Hesse矩阵或其近似矩阵 ; sk =

xk+ 1 - xk , yk = gk+ 1 - gk ,gk和 gk+ 1分别是 f (x )在

xk和 xk+ 1处的梯度值 , xk和 xk+ 1分别是在第 k次和第

k+ 1次处的迭代值 .

　　本文用 y
*
k 来代替 ( 1. 1)式中的 yk ,相应地可得

到一个修改的 BFGS校正公式

　　Bk+ 1 = Bk +
y

*
k y

* T
k

s
T
k y

*
k

-
Bksk s

T
k Bk

s
T
k Bk sk

, ( 1. 2)

其中 y
*
k =

y
T
k sk

|yTk sk|
yk ; sk和 yk与 ( 1. 1)式中的 sk和 yk分

别相同 . 本文就是研究公式 ( 1. 2)的性质 .

　　本文采用下列记号: ‖  ‖ 是 R
1
中的 Euclid范

数 , g( x )∈ R
n是 f在 x处的梯度值 ,记 f k∶= f (xk ) ,

gk∶= 5 f (xk ) , Bk≈ 5
2
f (xk ) , {xk }是修改的 BFGS

方法 ( 1. 2)迭代产生的迭代点列 , { f (xk ) }是 {xk }对

应的函数列 ,Tk是相应的步长因子 ,dk是相应的搜索

方向 .

　　 对公式 ( 1. 2) 两次应用逆的秩一校正的

Sherman-M orrison公式可得到关于 Hk 的 BFGS校
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正:

　　 Hk+ 1 = Hk +
(sk - Hky

*
k )sTk + sk (sk - Hk y

*
k ) T

s
T
k y

*
k

-
(sk - Hky

*
k )

T
y
*
k

(sTk y*
k ) 2 sk s

T
k = ( I -

sky
* T
k

s
T
k y

*
k

) Hk ( I -
y

*
k s

T
k

s
T
k y

*
k

)

+
sks

T
k

s
T
k y

*
k

, ( 1. 3)

公式 ( 1. 2)与公式 ( 1. 3)对讨论问题是等价的 .对

( 1. 2)和 ( 1. 3) ,可得到其相应的拟牛顿方程

　　Bk+ 1sk = y
*
k ( 1. 4)

和　 Hk+ 1y
*
k = sk . ( 1. 5)

　　公式 ( 1. 2)的性质有:

　　性质 1　当 Bk正定时 , Bk+ 1也正定的充要条件

是 y
* T
k sk > 0成立 .当 Bk正定时 ,由公式 ( 1. 2)得

　　 y
* T
k sk =

y
T
k sk

|y
T
k sk|

y
T
k sk = |s

T
k yk| = |s

T
k Bksk +

o(‖ sk‖ 2 )|≥|λk + o( 1)|‖ sk‖ 2 > 0,

其中λk是 Bk的最小特征值 .所以 ,公式 ( 1. 2)能够保

持校正公式的正定性 .

　　下面是公式 ( 1. 2)具有二次终止性的一个定理 .

该定理表明 ,对于二次函数 ,修改的 BFGS方法产生

的方向是共轭的 ,方法在 n步终止 ,即有 Hn = G
- 1 (G

是函数 f 的 Hesse矩阵 ) .

　　 定理 1. 1　 如果 f 是二次函数 ,G是其正定

Hesse矩阵 ,那么 ,当采用精确线性搜索时 ,修改的

BFGS方法具有遗传性质和方向共轭性质 ,即是对于

i = 0, 1,… ,m ,有遗传性质

　　 Hi+ 1y
*
j = sj , j = 0, 1,… , i , ( 1. 6)

和方向共轭性质

　　s
T
k Gsj = 0, j = 0, 1,… , i - 1, ( 1. 7)

方法在 m+ 1≤ n步迭代后终止 .如果 m= n - 1,则

Hn = G
- 1

.

　　证明　用归纳法证明 ( 1. 6)和 ( 1. 7) .

　　显然 ,当 i = 0时 ,结论成立 .现在假定结论对于

i≥ 0成立 ,要证明结论对于 i+ 1也成立 .若 gi+ 1 = 0,

则有 s
T
g+ 1sj = 0( j≤ i )成立 .当 gi+ 1≠ 0,由精确一维

搜索和归纳法的假设 ,对于 j≤ i ,有

　　g
T
i+ 1sj = ( gTi+ 1sj - g

T
i sj )+ ( gTi sj - g

T
i- 1sj )+ ,… ,

+ g
T
j+ 1sj = g

T
j+ 1sj + ∑

i

k= j+ 1

( gk+ 1 - gk ) Tsj = g
T
j+ 1sj +

∑
i

k= j+ 1
y
T
k sj = 0+ ∑

i

k= j+ 1
skGsj = 0, ( 1. 8)

第三和第四个等式分别根据精确一维搜索和归纳法

的假设 .所以利用归纳法假设 ( 1. 6) , ( 1. 8)和 d
T
i+ 1G

= - g
T
i+ 1 ,得

　　s
T
i+ 1Gsj = = - Ti+ 1d

T
i+ 1Gsj = - Ti+ 1g

T
i+ 1 Hi+ 1y

*
j

= - Ti+ 1g
T
i+ 1sj = 0, ( 1. 9)

这就证明了对 i+ 1, ( 1. 7)式成立 .

　　假设 ( 1. 6)式成立 ,要证 Hi+ 2y
*
j = sj , j = 0, 1,

… , i+ 1. 由公式 ( 1. 3)可得

　　 Hi+ 2 y
*
i+ 1 = si+ 1 , ( 1. 10)

当 j≤ i ,由 ( 1. 9)和 ( 1. 6) ,得

　　 s
T
i+ 1 y

*
j = s

T
i+ 1Gsj = 0 ( 1. 11)

和　 y
*
i+ 1

T
Hi+ 1 y

*
j = y

*
i+ 1

T
sj = s

T
i+ 1Gsj = 0, ( 1. 12)

所以利用公式 ( 1. 2)得到

　　 Hi+ 2 y
*
j = Hi+ 1y

*
j +

(si+ 1 - Hi+ 1 y
*
i+ 1 )sTi+ 1 + si+ 1 (si+ 1 - Hi+ 1 y

*
i+ 1 ) T

s
T
i+ 1y

*
i+ 1

y
*
j -

(si+ 1 - Hi+ 1 y
*
i+ 1 ) T y*

i+ 1

(sTi+ 1y
*
i+ 1 ) 2 si+ 1s

T
i+ 1y

*
j = Hi+ 1y

*
j = sj ,

( 1. 13)

由 ( 1. 10)和 ( 1. 13)得证 Hi+ 2y
*
j = sj , j = 0, 1,… , i+

1. 从而式 ( 1. 6)成立 .

　　由于 si共轭 , i = 0, 1,… ,m ,故方法是共轭方向

法 .根据共轭方向法基本定理 [ 10] ,对于二次函数 ,方

法至多 n步终止 .即存在 m≤ n - 1,在 m步后终止 .

当 m = n - 1时 ,由于 si线性无关 , i = 0, 1,… ,m ,所

以

　　 Hn y
*
j = sj , j = 0, 1,… ,n - 1,

此即

　　 HnGsj = sj , j = 0, 1,… ,n - 1,

从而就得到 Hn = G
- 1

.

2　全局收敛性分析

　　 著名的非精确线性搜索弱 Wolfe-Pow ell步长准

则

　　 f (xk+ 1 )≤ f (xk ) + WTkg
T
k dk ( 2. 1)

和　g
T
k+ 1dk≥egT

k dk , ( 2. 2)

其中W∈ ( 0,
1
2

) ,e∈ (W, 1) .当然所讨论的问题满足

一般的寻找最优值的准则 ,即 ,函数满足下降性质 .为

了建立所给方法在准则 ( 2. 1)和 ( 2. 2)下的全局收敛

性 ,这里需要一些假设条件 .

　　假设 ( i ): 水平集

　　 L ( x0 ) = {x ∈ R
n: f (x )≤ f (x 0 ) } ,

包含于一有界闭凸集 D内 .

　　假设 ( ii):函数 f在 D上是连续可微的 ,且存在一

常数 L满足下式

　　‖ g (x ) - g ( y )‖ ≤ L‖ x - y‖ , x , y∈ D.

( 2. 3)

　　 注 1:由性质 ( 1)的讨论可知对于 x∈ L (x 0 ) ,存
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在常数 m ,M满足

　　m‖ v‖ 2≤ v
T5 2

f ( x )v≤ M‖ v‖ 2 , v∈ R
n .

( 2. 4)

　　注 2:由上述假设和序列 { f (xk ) }的下降性 ,可知

存在序列 {xk }包含在 L (x 0 )中 ,且存在常数 f
* 满足

　　 lim
k→∞

f ( xk ) = f
*

, ( 2. 5)

而且 ,根据假设 ( ii)和序列 {xk }的有界性可知 ,对所

有的 k ,存在常数 M′满足

　　‖ g ( xk )‖ ≤ M′. ( 2. 6)

　　引理 2. 1　设 f : R
n
→ R

1
满足假设 ( i)和 ( ii ) ,则

有

　　∑
+ ∞

k= 1

( - g
T
k sk ) <+ ∞ , ( 2. 7)

　　m1‖ sk‖
2
≤ s

T
k y

*
k ≤ m2‖ sk‖

2
, k = 1, 2,… ,

( 2. 8)

和　‖ y
*
k‖ ≤ L‖ sk‖ , ( 2. 9)

其中 m1 ,m2 ,L是正常数 .

　　证明　由 ( 2. 5) ,可得

　　∑
+ ∞

k= 1

( f (xk ) - f (xk+ 1 ) = lim
N→+ ∞∑

N

k= 1

( f (xk ) -

f (xk+ 1 ) ) = lim
N→+ ∞

( f (x 1 ) - f (xk+ 1 ) ) = f ( x1 ) - f
* .

因此 ,

　　∑
+ ∞

k= 1
( f (xk ) - f ( xk+ 1 ) ) <+ ∞ ,

将上式与

　　 f (xk + Tkdk ) - f (xk )≤WTkgT
k dk

联立 ,则可得到

　　∑
+ ∞

k= 1
( - g

T
k sk ) <+ ∞

成立 .从 y
*
k =

s
T
k yk

|sTk yk|
yk的定义和 ( 2. 3)可得

　　‖ y
*
k ‖ = ‖

s
T
k yk

|s
T
k yk|

yk‖ = ‖ y‖ = ‖ g (xk+ 1 )

- g (xk )‖ ≤ L‖ sk‖ .

再由

　　s
T
k y

*
k = |s

T
k yk|= |s

T
k yk| = |s

T
k (g (xk+ 1 ) -

g (xk ) )|= s
T
k5 2

f (X1 )sk ,

其中X1 = xk + θ1 (xk+ 1 - xk ) ,θ1∈ ( 0, 1) ,将上式与

( 2. 4)联立便可得到 ( 2. 8) . 所以原命题得证 .

　　引理 2. 2　若假设条件 ( i )和 ( ii)满足 ,则有

　　 Tr(Bk+ 1 )≤ M1 (k+ 1) ( 2. 10)

和　∑
k

i= 0

‖ B isi‖ 2

s
T
i B isi

≤ M1 (k+ 1) , ( 2. 11)

成立 .

　　证明　根据引理 2. 1,将公式 ( 1. 2)两边同时取

迹的运算得 ,

　　 Tr(Bk+ 1 ) = Tr(Bk ) -
‖ Bk sk‖ 2

s
T
k Bk sk

+
‖ y

*
k ‖ 2

s
T
k y

*
k
≤

Tr(Bk ) -
‖ Bk sk‖

2

s
T
k Bk sk

+
L

2

m1
≤… ≤ Tr(B0 ) -

∑
k

i= 0

‖ Bi si‖
2

s
T
i B isi

+ (k+ 1)
L

2

m1
,

利用 Bk+ 1是正定的 ,有 Tr( Bk+ 1 ) > 0,所以上式的最

后一个不等式可导出 ( 2. 10)和 ( 2. 11)成立 .

　　引理 2. 3　若假设条件 ( i )和 ( ii)满足 ,则存在一

个常数 c满足下式

　　∏
k

i= 0

Tk≥ c
k . ( 2. 12)

　　证明　利用引理 2. 1,将 ( 1. 2)两边同时取行列

式计算得

　　 Det (Bk+ 1 ) = Det (Bk ( I -
sk S

T
k Bk

s
T
k Bk sk

+
B

- 1
k y

*
k y

* T
k

s
T
k y

*
k

) )

= Det( Bk ) Det( I -
sk s

T
k Bk

s
T
k Bk sk

+
B

- 1
k y

*
k y

* T
k

s
T
k y

*
k

) =

Det (Bk ) ( ( 1 - s
T
k

Bk sk
s
T
k Bk sk

) ( 1+ (B- 1
k y

*
k ) T

y
*
k

y
* T
k sk

) - (-

s
T
k

y
*
k

y
* T
k sk

) (
( Bksk )

T

s
T
k Bk sk

B
- 1
k y

*
k ) ) = Det( Bk )

y
* T
k sk

s
T
k Bk sk

=

Det (Bk )
|yTk sk|
s
T
k Bksk

≥ Det (Bk )
- ( 1 - e)gT

k sk
- TkgTk sk

≥… ≥

∏
k

i= 0

1
Ti

( 1 - e) Det (B0 ) .

其中上式的第三个等式利用了 [9 ]

　　 Det ( I+ u1u
T
2 + u3u

T
4 ) = ( 1+ u

T
1 u2 ) ( 1+ u

T
3u4 ) -

(u
T
1u4 ) (u

T
2u3 ) ,

第一个不等式分别利用了 ( 2. 2)和 Bk sk = - Tkgk . 这

里再利用算术平均与几何平均不等式 ,有

　　 Det (Bk+ 1 )≤ [
1
n

Tr(Bk+ 1 ) ]n

和 ( 2. 10)有

　　∏
k

i= 0
Ti≥

( 1 - e)k+ 1Det( B0 )
Det (Bk+ 1 ) ≥

( 1 - e)k+ 1Det(B0 )

[
Tr(Bk+ 1 )

n
]
n
≥

( 1 - e)k+ 1Det( B0 )

[
(k+ 1)M 1

n
]
n

.

因此 ,对所有 k , ( 2. 12)满足 .

　　定理 2. 1　若假设条件 ( i )和 ( ii)满足 ,则修改的

BFGS方法产生的迭代点列收敛 ,即

　　 lim
k→∞

inf‖ gk‖ = 0. ( 2. 13)

　　证明　反证法　若原命题不成立 ,则对所有的

k ,存在一常数X> 0满足

　　‖ gk‖ ≥ X.

因此

　　 + ∞ > ∑
∞

k= 0

( - g
T
k sk ) = ∑

∞

k= 0

(
s
T
k Bk sk
Tk

) =
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∑
∞

k= 0

(
s
T
k Bk sk‖ gk‖
‖ Bk sk‖

) = ∑
∞

k= 0

(Tk‖ gk‖ 2 s
T
k Bksk

‖ Bksk‖ 2 )≥

X2∑
∞

k= 0

(Tk
s
T
k Bk sk

‖ Bk sk‖ 2 ) .

所以对任意的 l > 0存在常数 k0满足任意的正整数

p ,

　　p [∏
k
0
+ p

k= k
0
+ 1
Tk

s
T
k Bk sk

‖ Bksk‖
2 ]

1
p≤ ∑

k
0
+ p

k= k
0
+ 1

s
T
k Bksk

‖ Bk sk‖
2≤ l ,

上式左边的不等式利用了算术平均与几何平均不等

式的关系 .因此

　　 (∏
k0+ p

k= k
0
+ 1
Tk )

1
p ≤

l
p

(∏
k 0+ p

k= k
0
+ 1

‖ Bk sk‖ 2

s
T
k Bk sk

)
1
p≤

l
p ∑

k
0
+ p

k= k
0
+ 1

‖ Bk sk‖ 2

s
T
k Bksk

≤
l
p∑

k
0
+ p

k= 0

‖ Bk sk‖ 2

s
T
k Bk sk

≤
l (k0 + p + 1

p
2 M 1 ,

令 p→∞将产生一个矛盾 ,因为根据引理 3. 3上式不

等式的左边是大于一个正常数的 .

　　所以假设不成立 ,原命题成立 .

3　结束语

　　本文给出了一个修改的 BFGS方法 ,此方法让 yk

乘上了 y
T
k sk的符号 ,得到了与通常的 BFGS方法同样

的性质 ,特别是保持正定性 . 可将此种方法推广至其

它方面做进一步的研究 , 应会得到较好的结果 . 对于

此方法的超线性收敛性见文献 [10 ]的第 5. 5节类似

的证明 , 这里不再论证 .
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