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一类二阶线性微分方程的振动与非振动判定
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摘要　给出判定二阶线性微分方程(r(t)y′(t))′+b(t)y′(t)+a(t)y(t)=0的振动和非振动的条件.
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Abstract　Oscillation and nonoscillation criteria for a class of linear differential equations of second order

are given.
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　　近年来 , 由于微分方程振动理论的应用背景极
其广泛 , 因此一直受到广大学者的关注[ 13].
　　在文献 [ 3] 中 , 考虑以下的二阶线性微分方程
　　(r(t)y′(t))′+a(t)y(t)=0.
　　本文考虑二阶线性微分方程
　　(r(t)y′(t))′+b(t)y′(t)+a(t)y(t)=0 ,

(1)
其中 t ≥ t0.
　　方程 (1)的不最终恒为零的非常数解称作正常
解 (proper solutions)[ 4] .一个正常解称为振动的 , 如
果它具有任意大的零点;否则 , 称之为非振动的.
如果一个方程的所有正常解都是振动的 , 称它为振
动的;否则 , 称之为非振动的.
　　为了方便叙述 ,先给出一些记号和假设条件.

记 　I =[ t 0 , ∞),R+=(0 , ∞), Υ(t)=∫
∞

t
a(s)ds.

　　(A1)a ∈ C(I ,R+);
　　(A2)b ∈ C(I , R+);

　　(A3)r ∈ C(I , R+),且∫
∞

t
0

1
r(t)

d t =∞;

　　(A4)∫
∞

T
a(t)dt <∞, T > t0.

　　考虑以下的黎卡提方程

　　x
′
(t)+

1
r(t)

x
2
(t)+

b(t)
r(t)

x(t)+a(t)=0.

(2)
　　定理 1　假设条件(A1)(A3)满足 ,则方程(1)有
正解当且仅当方程(2)有正解.
　　证明 　设 sup{t ∈ [ t0 , ∞):a(t)>0}=∞且
y(t)(t ∈ [ T , ∞) (t 0 , ∞)是方程(1)的正解.

　　由文献[ 5] 中的引理可知 x(t)= r(t)y′(t)
y(t)

是

正的 ,且

　　x′(t)+
1

r(t)x
2
(t)+

b(t)
r(t)x(t)+a(t)=

(r(t)y′(t))′y(t)-r(t)[ y′(t)] 2

y
2
(t)

+
r

2(t)[ y′(t)] 2

r(t)y
2
(t)

+
b(t)
r(t)

r(t)y′(t)
y(t)

+a(t)=
1

y(t)
[(r(t)y′(t))′+

b(t)y′(t)+a(t)y(t)] =0 ,
故 x(t)(t ≥T)是方程(2)的正解.
　　设 x(t)(t ∈ [ T , ∞) (t 0 , ∞))是方程(2)的

正解.考虑函数 y(t)=exp(∫
t

T

x(s)
r(s)

ds), t ≥T.

　　((r(t)y′(t))′+b(t)y′(t)+a(t)y(t)=

exp(∫
t

T

x(s)
r(s)

ds)[ x′(t)+
1

r(t)
x

2
(t)+

b(t)
r(t)

x(t)+

a(t)] =0 ,
故 y(t)(t ≥T)是方程(1)的正解.定理证毕.

　　定义1　设X为半序集 ,如果它的每个非空子集
在 X 中都有上确界和下确界 ,则 X 为完全格.
　　定义2　设 X为半序集 , Θ:X ※X 为一算子 ,如
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果当  x , y ∈ X , Θ[ x] ≤Θ[ y] 时 ,有 x ≤ y.那么
Θ为保序算子.
　　引理1

[ 6] 　如果 X为完全格且Θ为保序算子 ,那

么 Θ在X 中至少有一个不动点.
　　引理 2　假设条件(A1)(A3)满足且 x(t)(t ≥
T)是方程(2)的正解 ,则

　　x(t) =∫
∞

t

x
2(s)
r(s)

ds +∫
∞

t

b(s)
r(s)

x(s)ds +

∫
∞

t
a(s)ds , t ≥T. (3)

　　证明 　由方程(2)和(A1)(A3)知 , x(t)在[ T ,
∞)上是非增的 ,显然也是有界的.

　　x(t)= x(s)+∫
s

t

x
2
(u)

r(u)du +∫
s

t

b(u)
r(u)x(u)du +

∫
s

t
a(u)du , T ≤ t ≤ s.

令 s ※∞,得

　　x(t)= lim
s※∞

x(s)+∫
∞

t

x
2(u)
r(u)

d u +

∫
∞

t

b(u)
r(u)

x(u)du +∫
∞

t
a(u)du.

　　 t ≥T ,不妨设 lim
s※∞

x(s)>0 ,由(A3)得

　　∫
∞

t

x
2(u)
r(u)

du =∞,∫
∞

t

b(u)
r(u)

x(u)du =∞.

这与 x(t)在[ t , ∞)上有界相矛盾 ,故此 lim
s※∞

x(s)=

0.引理证毕.
　　引理 3　假设条件(A1)(A4)满足且

　　∫
∞

t

Υ2(s)
r(s)

ds +∫
∞

t

b(s)
r(s)

Υ(s)ds ≤
1
4
Υ(t), t ≥

T ,

则方程(2)至少有一个正解.
　　证明 　设 sup{t ∈ [ t0 , ∞):a(t)>0}=∞,那
么 Υ(t)>0 , t ≥ t 0.

令 　X ={x:Υ(t)≤ x(t)≤2Υ(t), x′(t)≤0 ,
Dom x =[ T , ∞)}, (4)
规定 X 中的顺序为“ ≤” ,即  x , y ∈ X , x ≤y ,如果

当  t ≥T ,有 x(t)≤y(t).易知 X 为半序集.设 Y

是 X 的任一非空子集 , 当 t ≥ T , 函数 x(t)=
sup{y(t):y ∈ Y}是非增的且满足(4).同理 Y 在X

中也有下确界.故此 X 为完全格.
　　定义 X 上的一个算子Θ:

　　Θ[ x](t)=∫
∞

t

x
2
(s)

r(s)ds +∫
∞

t

b(s)
r(s)x(s)ds +

Υ(t), t ≥ T. (5)

　　Υ(t)≤ Θ[ x](t)=∫
∞

t

x
2(s)
r(s)

ds +

∫
∞

t

b(s)
r(s)x(s)ds +Υ(t)≤4(∫

∞

t

Υ2(s)
r(s)ds +

∫
∞

t

b(s)
r(s)

Υ(s)ds)+Υ(t)=2Υ(t).

　　显然 Θ[ X]  X ,因此 Θ是保序算子.由引理1

得  x ∈ X 使得 x = Θ[ x].再由(3)和(5),引理证
毕.
　　引理 4　假设条件(A1)(A3)满足且

　　∫
∞

t
0

a(t)dt =∞, (6)

则方程(2)没有正解.
　　证明 　不妨设 x是方程(2)在某个区间[ T , ∞)
 (t0 , ∞)上的正解.由(2)可得 x′(t)≤-a(t), t ≥
T .对此不等式从 T到t积分(t >T),再根据(6)式就
能导出矛盾.引理证毕.
　　根据定理 1和上述的一些引理 ,得出
　　定理 2　假设条件(A1)(A4)满足且

　　∫
∞

t

Υ2(s)
r(s)ds +∫

∞

t

b(s)
r(s)Υ(s)ds ≤

1
4 Υ(t), t ≥

T ,
则方程(1)是非振动的.
　　证明 　由引理3可知方程(2)存在一个正的特
解 ,由变换可将原方程变为伯努利方程 ,这样就能构
作方程(2)一个基本解 x(t)(>0),再根据 y(t)=

exp(∫
t

T

x(s)
r(s)

ds),显然 ,方程(1)是非振动的.定理证

毕.
　　定理 3　假设条件(A1)(A3)满足且

　　∫
∞

t
0

a(t)dt =∞,

则方程(1)是振动的.
　　证明 　假设方程(1)是非振动的 ,不失一般性 ,
不妨设方程(1)的解 x(t)最终正的 ,这显然与引理 4

相矛盾 ,故方程(1)是振动的.定理证毕.

　　例1　选取 r(t)=1 ,b(t)=
1
4
, a(t)=e

-t
,显

然 , 能满足定理 2 的所有条件 , 故方程 y″(t)+
1
4
y′(t)+e-ty(t)=0是非振动的.

　　例2　选取 r(t)=1 , b(t)=1 , a(t)=1 ,显然 ,
能满足定理3的所有条件 ,方程 y″(t)+y′(t)+y(t)

=0有解 y(t)=e-
t
2 cos

3
2
t ,且该解是振动的 ,故方

程(1)是振动的.
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