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摘要:分别将无约束优化的线搜索和离散步 Hooke-Jeeves算法推广到带广义界的简单约束优化 ,产生 2个新算

法 ,得到可行区间的计算公式 .在适当条件下 ,证明线搜索的 Hooke-Jeeves算法推广后仍具有全局收敛性 ,算法

有效数值试验表明 2个算法均是有效的 .
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Abstract: The algo ri thm of Hooke-Jeeves using line searches and the alg orithm of Hooke-Jeeves

wi th discrete steps are ex tended such tha t they can so lv e simple const raints optimization w ith

general bound. Tw o new alg o ri thms are proposed. Under some suitable condi tions, we prove

tha t the ex tended algo ri thm o f Hooke-Jeeves with line sea rches possesses global converg ence.

Some ef ficient numerical experiments are giv en.
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　　本文所研究的 Hooke-Jeeves方法也称步长加速

法
[1 ]
,它是无约束最优化方法中处理不可微函数时常

用的一种方法 .文献 [2, 3]将这种方法推广到约束优

化 .本文将 Hooke-Jeeves方法推广到带广义界的简

单约束优化 ,并产生 2个算法 .这 2个算法只需每次迭

代时沿坐标方向或加速方向在可行区间内执行线搜

索即可 .所谓可行区间 ,就是为保证迭代点的可行性

导出的步长或加速因子的所在区间 .本文给出可行区

间的计算公式 .在适当条件下 ,证明推广的线搜索

Hooke-Jeeves算法的全局收敛性 ,最后通过数值试

验说明文中算法的有效性 .

1　线搜索算法和离散步算法

　　考虑如下一般形式的 n维简单约束问题:

　　 ( P)　 min{ f (x )|x ∈ R } ,

其中 ,可行集 R = {x ∈ E
n|l≤ x≤ u} , li ∈ E

1∪
{ - ∞ } ,ui ∈ E

1∪ {+ ∞ } , i = 1,… ,n.记 L
∞ =

{ j|l j = - ∞ } ,U∞ = { j|u j = + ∞ }.

1. 1　线搜索算法

　　步骤 0　取终止参数X> 0,初始可行点 x
1 , l≤

x
1≤ u, d1 ,… ,dn为坐标方向 ,令 y

1 = x
1 ,k = j = 1.

　　步骤 1　计算可行区间 [λ*j ,λ*j ]:

　　 [λ
*
j ,λ

*
j ] =

　　

[lj - y
j
j , uj - y

j
j ] , j L

∞ , j ∞ ;

(- ∞ ,u j - y
j
j ] , j∈ L

∞
;

[lj - y
j
j , + ∞ ) , j∈ U

∞
.

( 1. 1)

　　求 min{ f ( y
j
+ λd

j
)|λ∈ [λ

*
j ,λ

*
j ] }的最优解λj ,

令 y
j+ 1 = y

j+ λjd j .如果 j < n,令 j∶= j+ 1,重复

步骤 1.如果 j = n,令 x
k+ 1 = y

n+ 1 .如果‖ x
k+ 1 - x

k‖
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< X,停 ;否则 ,转步骤 2.

　　步骤 2　令 d = x
k+ 1

- x
k
,计算可行区间 [λ

*
,

λ* ]:

　　 [λ* ,λ* ] =

[λ,λ] , j L
∞
, j U

∞
;

[λL ,λL ] , j∈ L
∞ ;

[λU ,λU ] , j∈ U
∞
.

( 1. 2)

λ= max {
lj - x

k+ 1
j

dj
, i f dj > 0, j = 1,… ,n;

u j - x
k+ 1
j

d j
,

if dj < 0, j = 1,… ,n} . ( 1. 3)

λ= min{
u j - x

k+ 1
j

d j
, if d j > 0, j = 1,… ,n;

lj - x
k+ 1
j

d j
, i f d j < 0, j = 1,… ,n }. ( 1. 4)

λL = max {
u j - x

k+ 1
j

d j
, if dj < 0, j = 1,… ,n} ,

λL = min{
u j - x

k+ 1
j

d j
, if dj > 0, j = 1,… ,n} . ( 1. 5)

λU = max {
lj - x

k+ 1
j

d j
, i f d j > 0, j = 1,… ,n } ,

λU = min{
lj - x

k+ 1
j

d j
, i f d j < 0, j = 1,… ,n }. ( 1. 6)

　　求 min{ f (xk+ 1+ λd )|λ∈ [λ* ,λ* ] }的最优解λ ,

令 y
1
= x

k+ 1
+ λ
 
d .令 j = 1,k∶= k + 1,转步骤 1.

1. 2　离散步算法

　　步骤 0　选 d
1 ,… ,dn为坐标方向 ,终止参数X>

0,初始步长Δ≥X,初始可行点 x
1
, l≤ x

1
≤ u ,令 y

1
=

x
1 ,k = j = 1.

　　步骤 1　计算可行区间 [λ*j ,λ*j ] ( ( 1. 1)式 ) .如

果 Δ∈ [λ*j ,λ*j ],步长Δ称为可行的 .此时 ,如果 f (yj

+ Δd
j
) < f ( y

j
) ,试验称为成功的 ,令 y

j+ 1
= y

j
+

Δdj ,转步骤 2.如果 f ( yj + Δdj )≥ f ( yj ) ,试验称为

失败的 ,计算 [Δ,Δ ]:

　　 [Δ ,Δ ] =

[y
j
j - u j , y

j
j - l j ] , j L

∞
, j U

∞
;

[yjj - u j , + ∞ ) , j∈ L
∞ ;

( - ∞ ,yjj - lj ] , j∈ U
∞ .

( 1. 7)

　　如果Δ∈ [Δ,Δ ] ,步长Δ称为可行的 ,此时 ,如果

f ( yj - Δd j ) < f ( yj ) ,令 y
j+ 1 = y

j - Δd j ,转步骤 2;

如果 f (y
j
- Δd

j
)≥ f ( y

j
) ,令 y

j+ 1
= y

j
,转步骤 2.如

果 Δ [Δ,Δ ] ,步长Δ称为不可行的 ,令 y
j+ 1

= y
j
,转

步骤 2.

　　步骤 2　如果 j < n ,令 j∶= j+ 1,返回步骤 1.

否则 ,如果 f ( yn+ 1 ) < f ( xk ) ,转步骤 3;如果 f ( yn+ 1 )

≥ f (x
k
) ,转步骤 4.

　　步骤 3　令 x
k+ 1

= y
n+ 1

, d = x
k+ 1

- x
k
,计算可

行区间 [λ
*
,λ
*
] (见 ( 1. 2)式 ～ ( 1. 6)式 ) .如果λ

*
<

0. 618λ* ,则取λ= 0. 618λ* ;否则 ,取λ= λ* .令 y
1 =

x
k+ 1

+ λd , j = 1,k∶= k+ 1,转步骤 1.

　　 步骤 4　如果 Δ≤X,停 ,xk 为近似解 ;否则 ,令

Δ∶=
1
2Δ, y

1
= x

k
,x

k+ 1
= x

k
,k∶= k+ 1, j = 1,转

步骤 1.

2　线搜索 Hooke-Jeeves算法的收敛性分析

　　本节证明推广的线搜索 Hooke-Jeeves算法的全

局收敛性 .为方便起见 ,以下论证只考虑 li∈ E
1
,ui∈

E
1
的情形 .

　　假设 2. 1　设 f∶ R→ E
1可微 ,且 f沿任一坐标

方向在闭区间上的极小是唯一的 .

　　引理 2. 2　若假设 2. 1成立 ,且求 min{ f ( x )|x
∈ R }的算法映射 B定义如下: y∈ B (x )意味着 y是

由 x开始逐次沿坐标方向在闭区间上极小化得到的 ,

则 B是闭的 .

　　证明　参见文献 [4]定理 7. 3. 5可知本结论成

立 .

　　引理 2. 3　若 y + λ d是问题 min{ f ( y+ λd )|l
≤ y+ λd≤ u }的一个最优解 ,则 y+ λ d是该问题的
KKT点 .

　　证明　由于 {λ|l≤ y+ λd≤ u }是线性约束集 ,

故 Abadie约束规格恒成立 .由文献 [4]定理 5. 3可

知 , y+ λ d是该问题的 KK T点 .

　　 假设 2. 4　设 X是 E
n
中非空闭集 ,K X是非

空解集 ,T∶ E
n→ E

1是连续函数 .给定初始点 x
1∈ X ,

集合 ∧ = {x∶T( x )≤T( x 1 ) }是紧致的 .

　　假设 2. 5　映射 B∶X→ 2X 满足: x ∈ X \K,

 y∈ B (x ) ,有T(y ) <T(x ) ; B在 X \K上是闭的 .映

射 C∶X→ 2
X
满足:  x∈ X , y∈ C ( x ) ,有T( y )≤

T( x ) .

　　引理 2. 6　若假设 2. 4和假设 2. 5成立 ,则合成

映射 A = CB定义的算法 A是全局收敛的 ,即算法 A

或有限步终止于K中的点 ,或产生无穷点列 { xk } ,使

得 {x
k
}的任意聚点属于K.

　　证明　详见文献 [4]定理 7. 3. 4的论证 .

　　定理 2. 7　若假设 2. 1成立 ,给定初始点 x
1∈

R ,集合 ∧ = {x∶ f (x )≤ f (x
1
) }是紧致的 ,则线搜

索算法或有限步终止于 (P )的 KKT点 ,或产生无穷

点列 { x
k
} ,使得 { x

k
}的任意聚点为 (P )的 KKT点 .

　　证明　验证引理 2. 6中的假设条件成立 ,从而

完成本题证明 .

　　设 X = R ,K= {x-|x-是 (P )的 KKT点 } ,将线搜

索算法表示成映射 A= CB ,其中 B是循环坐标映射 ,

C为模式搜索映射 (步骤 2) .T(x ) = f (x ) ,由引理
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2. 2可知 B是闭的 ,由 C的定义知 ,对  z∈ C ( y ) ,

T(z )≤T( y ) .

　　 ( 1) 证  x ∈ X \K, y ∈ B (x ) , 有 T( y ) <

T(x ) .即证 f ( y ) < f ( x ) .

　　 设 x
k
为当前迭代点 , 且 x

k
∈ X \K,x

k+ 1
∈

B (x k ) .

　　往证: f (x
k+ 1

) < f ( x
k
) .

　　令 x
k = y

1 ,yj+ 1 = y
j + λdj , j = 1,… ,n.由 B的

定义可知

　　 x
k+ 1

= y
n+ 1
. ( 2. 1)

f (xk+ 1 ) = f (yn+ 1 ) = f ( yn + λndn )≤ f ( yn ) =

f ( yn- 1+ λn- 1d
n- 1 )≤ f (yn- 1 ) = f ( yn - 2+

λn - 2d
n- 2

)≤… ≤ f ( y
2
) = f ( y

1
+ λ1d

1
)≤

f ( y
1
) = f (x

k
) . ( 2. 2)

即 f (xk+ 1 )≤ f (xk ) .下证 f (xk+ 1 )≠ f ( xk ) .

　　反证法　假设 f (xk+ 1 ) = f (xk ) ,由已知条件可

知 , x
k+ 1

= x
k
.由 ( 2. 2)式可知 ,

　　 f (x
k+ 1

) = f ( y
n+ 1

) = f ( y
n
+ λn d

n
) = f ( y

n
) =

f ( yn- 1+ λn - 1d
n- 1 ) = f ( yn - 1 ) = f ( yn - 2 + λn - 2d

n- 2 )

= … = f ( y
2
) = f ( y

1
+ λ1d

1
) = f (y

1
) = f ( x

k
) .

故　λ1 = λ2 = … = λn = 0. ( 2. 3)

　　另一方面 ,由引理 2. 3可知 , y
j
+ λj d

j
是问题

min{f ( y+ λd )|l≤ y+ λd≤ u}的 KK T点 ,故满足

该问题的 KKT条件:

5 f (y
j
+ λj d

j
)
T
d
j
+ ∑

n

i= 1
Ti d

j
i - ∑

n

i= 1
Ui d

j
i = 0,

Ti ( y
j
i - ui ) = 0,　 i = 1,… ,n;

Ui ( li - y
j
i ) = 0,　 i = 1,… ,n;

Ti≥ 0;Ui≥ 0;　 i = 1,… ,n.

( 2. 4)

其中 , d
j
i 为向量 d

j
的第 i个分量 .由 ( 2. 3) 式可将

( 2. 4)式化为:

5 f (y
j
)
T
d

j
+ ∑

n

i= 1
Tid

j
i - ∑

n

i= 1
Uid

j
i = 0,

　Ti ( yji - ui ) = 0,　 i = 1,… ,n;

Ui ( li - y
j
i ) = 0,　Ti≥ 0;Ui≥ 0,　 i = 1,… ,n.

( 2. 5)

　　在 ( 2. 5)式中分别令 j = 1,… ,n,得

 f ( yi )
 y

j
i
+ Ti - Ui = 0,Ti ( y

j
i - ui ) = 0, i = 1,… ,n;

Ui ( li - y
j
i ) = 0,　Ti≥ 0;Ui≥ 0, i = 1,… ,n.

( 2. 6)

( 2. 6)式恰是问题 ( P) min{ f ( x )|x ∈ R }的 KK T条

件 ,因此 y
j
( j = 1,… ,n )是其 KK T点 .另一方面 ,由

( 2. 1)式及 ( 2. 3)式可知 x
k+ 1 = y

n+ 1 = … = y
2 = y

1

= x
k
.因此 , x

k
是问题 ( P)的 KKT点 ,这与 x

k
∈ X \K

矛盾 .故假设不成立 .

　　 ( 2)由已知条件及上述论证可知假设 2. 4和假设

2. 5成立 ,故由引理 2. 6知线搜索算法或有限步终止

于 ( P)的 KK T点 ,或产生无穷点列 {xk } ,使得 {xk }的

任意聚点为 ( P)的 KKT点 .证毕 .

3　数值试验

　　 为了进一步从数值计算的角度分析算法的有效
性 ,本文将线搜索算法和离散步算法用 M ATLAB制

成软件 ,在一定范围内对若干实例进行试算 ,其结果

说明算法是有效的 .在此选几个简单的例子 [5 ]加以

说明 ,并略去其详细迭代过程 .需要指出的是 ,表 1中

的 h为线搜索算法采用黄金分割法进行线搜索的终

止参数 .
表 1　算法的数值试验结果

Table 1　 Numerical experiment results of the algorithms

例 1线搜索算法
Line search algo rithm

for Example 1

例 2离散步算法
Disc rete step alg o rithm

fo r Example 2

k X= 1e - 5 X= 5e - 2

h|Δ h = 5e - 6 Δ = 5

x1 x 11 x 12

迭代次数 k
Numbe r of
iteration

3 3

近似解 x*

Approxima te
solution
x*

x*1 x*2

f ( x* ) 98. 2927 - 45. 7784

例 3线搜索算法
Line search algo rithm

for Example 3

例 3离散步算法
Disc rete step alg o rithm

fo r Example 3

X X= 1e - 2 X= 1e - 2

h|Δ h = 1e - 2 Δ = 75

x1 x 13 x 14

迭代次数 k
Numbe r of
iteration k

11 15

近似解 x*

Approxima te
solution
x*

x*3 x*4

f ( x* ) - 2. 8992e+ 025 - 2. 8991e+ 025

No te: x 11 = ( 20, 55, 15, 20, 60, 20, 20, 60, 20, 20, 60, 20, 20, 60,

20) ; x 12 = ( 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9) ; x*1 = ( 8, 43, 3, 0, 0, 0, 0,

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ; x*2 = ( 9. 3516, 9. 3516, 9. 3516, 9. 3516, 9.

3516, 9. 3516, 9. 3516, 9. 3516, 9. 3516, 9. 3516) .

x 13 = ( 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ; x 14= ( 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ;

x*3 = ( 31. 2578, 42. 3062, 59. 1992, 31. 0149, 49. 8640,

40. 1319, 49. 2428, 35. 8561, 51. 8045, 47. 3226) ;

x*4 = ( 31. 2927, 38. 0178, 59. 1980, 31. 0730, 49. 8779,

38. 0178, 49. 2462, 35. 8887, 52. 0162, 47. 4609) .
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　　例 1　取自文献 [5 ]第 137页 hs118,稍作修改 .

　　解　 min　 2. 3(x 1 + x 4 + x7 + x 10+ x 13 ) +

0. 0001( x21 + x
2
4 + x

2
7+ x

2
10 + x

2
13 ) + 1. 7(x 2+

x 5+ x 8+ x 11 + x14 ) + 0. 0001( x22 + x
2
5+ x

2
8 +

x
2
11+ x

2
14 ) + 2. 2( x3 + x6 + x 9+ x 12 + x 15 ) +

0. 00015( x23 + x
2
6+ x

2
9 + x

2
12 + x

2
15 ) ,

　　 s. t　l≤ x≤ u;

　　　　l = [8, 43, 3, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ];

　　　　u = [21, 57, 16, 90, 120, 60, 90, 120, 60, 90,

120, 60, 90, 120, 60 ].

　　例 2　取自文献 [5]第 125页 hs110.

　　解　 min∑
10

i= 1
ln

2
(xi - 2) + ln

2
( 10 - xi ) ) -

(x 1x2… x10 ) 0. 2 ,

　　 s. t　 2. 001≤ xi≤ 9. 999, i = 1,… , 10.

　　例 3　取自文献 [5 ]第 126页 hs111,稍作修改 .

　　解　 min∑
10

i= 1
[exp( xi ) (ci + xi -

lg (∑
10

k= 1
exp(xk ) ) ) ],

　　 s. t　 - 100≤ xi≤ 100, i = 1,… , 10.

　　　　c = [- 6. 089, - 17. 164, - 34. 054,

- 5. 914, - 24. 721, - 14. 986, - 24. 100,

- 10. 708, - 26. 662, - 22. 179] .

4　结束语

　　 Hooke-Jeeves方法是无约束最优化方法中处理

不可微函数时常用的一种方法 ,本文将 Hooke-Jeeves

方法推广到带广义界的简单约束优化 ,并产生 2个算

法 .在适当条件下 ,证明了推广后的线 Hooke-Jeeves

算法具有全局收敛性 .本文还将线搜索算法和离散步

算法在一定范围内对 3个例子进行试算 ,结果表明推

广后的 Hooke-Jeeves算法是有效的 .
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美国科学家研制出“夸克胶子等离子体”

　　美国能源部下属的布鲁克黑文国家实验室的科学家研制出“夸克胶子等离子体”。 这是一种全新的物质形

态 ,曾广泛存在于宇宙诞生后的百万分之几秒内。

　　现有物理学理论认为 ,宇宙诞生后的百万分之几秒内 ,宇宙中曾存在过一种被称为“夸克胶子等离子体”的

物质。在“夸克胶子等离子体”中 ,夸克和胶子 (一种理论上假设的无质量粒子 )等基本粒子以自由状态存在。它

们随宇宙的冷却 ,结合形成质子和中子等亚原子粒子 ,后者又形成原子核 ,最终产生原子以及今天的宇宙万物。

　　在宇宙现有物质中 ,夸克等被约束在质子和中子内 ,无法独立存在。 布鲁克黑文国家实验室的研究人员从

2000年 6月起 ,让金原子核以接近光速的速度相撞 ,试图以相撞产生的巨大能量和温度“融解”质子和中子 ,使

夸克胶子以自由形态释放出来。结果发现 ,相撞产生的原始粒子 ,根据金原子核相撞产生的不同压力变化在“集

体移动” ,好像一个鱼群在游动。由于这种运动方式与液体运动的性质十分相似 ,研究人员将其称为“流动”。这

种运动接近一种“完美”状态 ,符合“完美液体”的特征。

　　夸克胶子等离子体呈液体状态 ,为研究宇宙在诞生后的最初形态提供了新的见解 ,宇宙在诞生后的百万分

之几秒内可能就是一种“完美的液态”。美国能源部认为布鲁克黑文国家实验室的这项成果是物理学界一次具

有历史意义的重大进展。

据《科学时报》　　
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