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摘要:利用广义 Liapunov函数方法 ,研究一类时变微分代数系统 ,得到该类变微分代数大系统在结构扰动下的

平稳振荡定理 .
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Abstract: The method o f Liapunov function is employed to study a class of time-varying

dif ferential-algebraic systems, the stationary o scilla tion theorem is obtained under st ructural

per turba tions.
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　　研究周期解存在性的首要工作是保证系统有一
有界解 ,微分代数系统也不例外 .所谓存在平稳振荡

是指系统不但有周期解存在 ,而且这个周期解稳定且

唯一 [1 ] .由于平稳振荡在实际系统中有着很强的应用

背景 ,因而受到人们的广泛重视 [1～ 4 ] .微分代数系统

亦称广义系统 ,它首先由控制学家 Rosenbrock在

1974年研究电网系统中提出 [ 5] ,其后人们对微分代

数系统进行了广泛的研究 .关于周期解方面 ,文献 [6 ]

研究了微分代数系统的概周期解问题 ,文献 [7 ]讨论

了离散微分代数系统的平稳振荡问题 ,文献 [8 ]研究

了一类广义非线性系统的平稳振荡问题 .但关于具有

结构扰动的微分代数系统的平稳振荡问题 ,目前尚未

见文献报道 .由于绝大多数系统都或多或少的会受到

外界的扰动 ,因而具有结构扰动的微分代数系统更符

合实际 ,研究具有结构扰动的微分代数系统不仅有实

际意义 ,亦有学术价值 .本文主要研究具有如下分解

的复合微分代数系统的平稳振荡问题:

　　E ix = Aii xi+ ∑
r

j≠ i , j= 1
eij Aij ( t ) x j+ f i ( t ) , ( i= 1, 2,

… , r ) , ( 1)

这里 xi∈ R
n
i ,∑

r

i= 1
ni= n ,Ei∈ R

n
i
×n

i , Aii∈ R
n
i
× n

i , rank Ei

< ni ,而 f i ( t )∈ R
n
i , Aij ( t )∈ R

n
i
× n

i ,eij= 0或 1, i , j= 1,

2,… , r都是连续函数 .

　　考虑如下的微分代数系统
　　E x

 = A ( t ) x+ f ( t ) , ( 2)

其中 ,E∈ R
n× n , A ( t )∈ C ( J , Rn× n ) , f ( t )∈ C (J , Rn ) ,

rank E < n.假设A ( t )和 f ( t )都是以k为周期的周期连
续函数 .

1　相关定义和引理

　　定义 1　称微分代数系统 ( 2)是 E-稳定的 ,如果

对于任意的X> 0,存在W> 0使得当‖ Ex 0‖ <W时 ,恒
有‖ E x ( t )‖ <X,其中 x ( t )是满足初始条件E x ( 0)=

E x0的系统 ( 2)的解 .

　　定义 2　称微分代数系统 ( 2)是 E-渐近稳定的 ,

如果微分代数系统 ( 2)是 E-稳定的 ,且对于系统 ( 2)

的任一解 x ( t )都有 lim
t→∞

E x ( t )= 0.

　　定义 3　称微分代数系统 ( 2)是 Liapunov意义下

稳定的 ,如果对于任意X> 0,存在W> 0使得当‖ x 0‖
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<W时 ,恒有‖ x ( t )‖ <X,其中 x ( t )是满足初始条件 x

( 0)= x 0的系统 ( 2)的解 .

　　定义 4　称微分代数系统 ( 2)是 Liapunov意义下
渐近稳定的 ,如果微分代数系统 ( 2)是 Liapunov意义
下稳定的 ,且对于系统 ( 2)的任一解 x ( t )都有 lim

t→∞
x ( t )

= 0.

　　引理 1　若存在可逆矩阵 P ,Q ,使得

　　PEQ=
I1 0

0 0
,PA( t )Q=

A11 ( t ) A12 ( t )

A21 ( t ) A22 ( t )
( 3)

满足 A22 ( t )可逆 ,则微分代数系统 ( 2)存在周期解的
充要条件是系统 ( 2)有一有界解 .

　　证明　必要性显然 ,现证充分性 .

　　令Q
- 1
x= y= col (y

T
1 , y

T
2 ) ,则微分代数系统 ( 2)等

价于如下系统
　　 y

 
1 ( t )= A11 ( t ) y1 ( t )+ A12 ( t )y2 ( t )+ f 1 ( t ) , ( 4)

　　 0= A21 ( t ) y1 ( t )+ A22 ( t ) y2 ( t )+ f 2 ( t ) , ( 5)

其中P f ( t )= co l( f T
1 ( t ) , f T

2 ( t ) ) . 若系统 ( 2)有一有界
解 x ( t ) ,则 y ( t )= Q

- 1
x ( t )是有界的 ,从而由系统 ( 5)

可得
　　 y2 ( t )= - A

- 1
22 ( t ) A21 ( t )y1 ( t )- A

- 1
22 ( t ) f 2 ( t ) , ( 6)

把系统 ( 6)代入系统 ( 4)可得
　　 y

 
1 ( t )= ( A11 ( t ) - A12 ( t )A

- 1
22 ( t )A21 ( t ) ) y1 ( t )+ ( f 1

( t ) - A12 ( t )A
- 1
22 ( t ) f 2 ( t ) ) , ( 7)

由 y1 ( t )有界及系统 ( 7)可知 , y1 ( t )是系统 ( 7)的k-周
期解 ,再由系统 ( 6)可知 , y2 ( t )亦是系统 ( 5)的k-周期
解 .

　　定义 5　称微分代数系统 ( 2)是强正则的 ,如果存

在可逆矩阵 P ,Q ,使得系统 ( 3)中的 A22 ( t )可逆 .

　　引理 2　设 a> 0,b为一实数 ,则 x∈ R ,有

　　- ax
2+ bx≤-

a
2
x
2+

b
2

2a
.

　　证明略 .

2　主要结果及证明

　　考虑在结构扰动下 ,具有分解系统 ( 1)的时变微

分代数大系统 ( 2) .易知系统 ( 1)的齐次系统为:

　　E ix
 = Aii xi+ ∑

r

j≠ i, j= 1
ei jAij ( t )x j , ( i= 1, 2,… , r ) .

( 8)

　　定理 1　对于具有分解系统 ( 1)的复合微分代数

大系统 ( 2) ,假设系统 ( 2)是强正则的 ,且 A ( t )和 f ( t )

都是以k为周期的连续函数 ,存在正定矩阵对 Vi ,Wi

满足:

　　E T
i ViAii+ A

T
ii ViEi= - E T

i WiEi , ( 9)

如果存在正常数T,使‖ Aij ( t )x j‖ ≤T‖ E jx j‖ ,λm - 2

(r - 1)TλM> 0,其中λm= min
1≤ i≤ r

{λm (Wi ) } ,λM= max
1≤i≤ r

{λM

(Vi ) } ,则复合微分代数系统 ( 2)存在k-周期解 .

　　证明　因为 f ( t )是以k为周期的连续函数 ,所以

f ( t )有界 .因此存在常数 F> 0使得‖ f i ( t )‖ ≤F .对

于孤立子系统 ( 1) ,取广义 Liapunov函数 vi (E ixi )=

(E ixi ) TVi (Ei xi ) ,则沿 ( 1)的解求导可得

　　 v i (Eix i )|( 1)= x
T
i A

T
iiViEix i+ x

T
i E

T
i ViAiix i+

2∑
r

j≠ i , j= 1
(E ixi )

T
ei jAij ( t )x j+ 2(Eix i )

T
Vi f i ( t )≤

- (Ei xi ) TWi (Eix i )+ 2TλM‖ Eix i‖ ∑
r

j≠ i , j= 1
‖ E jx j‖ +

2λMF‖E ixi‖ ,

令 v (E x ) =∑
r

i= 1
vi (Ei xi )作为系统 ( 2)的 Liapunov函

数 ,则有

　　 v
 (Ex )|( 2) =∑

r

i= 1
v
 
i (Eixi )|( 1)≤

∑
r

i= 1
( -λm‖E ixi‖ 2+ 2TλM‖ E ixi‖ ∑

r

j≠ i, j= 1
‖E j xj‖ +

2λMF‖E ixi‖ )≤∑
r

i= 1
( -λm‖E ixi‖ 2+

TλM ∑
r

j≠ i , j= 1
(‖ Eixi‖ 2+ ‖ E jx j‖ 2 )+

2λMF‖E ixi‖ )≤∑
r

i= 1
( -λm+ (V-

1)TλM )‖E ixi‖
2
+ TλM ∑

r

j≠ i , j= 1
‖ E jxj‖

2
+

2λMF‖E ixi‖ )≤∑
r

i= 1
( ( -λm+ 2(r-

1)TλM )‖E ixi‖ 2+ 2λMF‖ Eixi‖ )=

∑
r

i= 1
( - (λm- 2(r - 1)TλM )‖ E ixi‖ 2+ 2λM F‖ E ixi‖ )

≤

∑
r

i= 1
( -

(λm- 2(r- 1)TλM )
2 ‖ E ixi‖

2
+

2F2λ2M
(λm- 2(r- 1)TλM )

)=

-
(λm - 2(r- 1)TλM )

2
‖ E x‖ 2+

2rF
2
λ

2
M

(λm- 2(r- 1)TλM )
.

　　考虑如下区域:

K= x|‖ Ex‖ 2≤
8rF

2
λ
2
M

λm - 2(r- 1)TλM
,在这个区域的

补域与 I ( t 0≤ t≤+ ∞ )所确定的乘积空间上有

　　 v (Ex )|( 2)≤ -
λm- 2(r - 1)TλM

4
‖ Ex‖ 2 ,

于是 ,系统 ( 2)的解 x ( t ) ,Ex ( t )是最终一致有界的 .

　　下面证明 x ( t )也是最终一致有界的 .事实上 ,作

变换 Q
- 1

x= y= col ( y
T
1 , y

T
2 ) ,则系统 ( 2)等价于系统

( 4)和系统 ( 5) ,由 Ex ( t )最终一致有界可知 , y1 ( t )是

最终一致有界的 ,又由系统 ( 6)可得

　　‖ y2 ( t )‖ ≤‖ A
- 1
22 ( t )‖ ‖ A21 ( t )‖ ‖ y1 ( t )‖ +

‖ A
- 1
22 ( t )‖ ‖ f 2 ( t )‖ ,

90 Guangxi Sciences, Vol. 12 No. 2, May 2005



由 A( 22) ( t )可逆、连续且是周期函数可知 ,‖ A
- 1
22 ( t )‖

有界 ,再由 A21 ( t ) , f 2 ( t )是连续的周期可知 ,

‖ A21 ( t )‖ ,‖ f 2 ( t )‖都是有界的 ,从而 y2 ( t )是最终

一致有界 .由引理 1可知 ,微分代数系统 ( 2)存在一k-

周期解h( t ) .此外 ,由定理的证明可知 ,对 ( 1)的齐次

系统 ( 3) ,有

　　v
 (Ex )|( 3)≤-

(λm - 2(r- 1)TλM )
2

‖ E x‖
2
,

从而有 lim
t→∞
　E x ( t )= 0,即系统 ( 3)是 E-渐近稳定的 .

仿有界性的证明 ,易证 ,对齐次系统 ( 3)的解 x ( t ) ,有

lim
t→∞

x ( t )= 0.也就是说 ,微分代数系统 ( 3)是 Liapunov

意义下渐近稳定的 .

　　下证微分代数系统 ( 2)周期解的唯一性 .设系统

( 2)还有另一k-周期解J( t ) ,容易看出h( t ) - J( t )是

系统 ( 3)的解 ,从而有 lim
t→∞

(h( t ) - J( t ) )= 0,由h( t ) -

J ( t )的周期性及连续性可知h( t ) - J( t )= 0.所以系

统 ( 2)存在平稳振荡 .定理证毕 .

3　数值实例

　　考虑如下的微分代数系统:

　　E x
 = A ( t )x+ f ( t ) , ( 10)

其中E=
E 1 0

0 E 2
, A=

A11 A12

A21 A22
,E 1=

1 0 0

0 0 0

0 0 1

,

E 2 =

0 0 0

0 1 0

0 0 1

, A11 =

1 2 0

1 1 0

0 0 - 1

, A12 =

0 0 0

0
1
8
co s2 t 0

0 0
1
16(cos t+ 1)

,A21=

1
16( sint+ 1) 0 0

0 0 0

0 0 1
8

, A22=

2 0 0

0 - 2 2

0 - 1 - 3

,

f ( t )= col ( sin t , cos t , sin t , sin 2t , co s
2
t , sint ) ,

　 　 取 V1 =

　　 1 /2 - 1 0

- 1 　　 5 /2 0

　　 0 　　 0 1 /2

, W1 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

, V2=

1 0 0

0 2 /5 1 /5

0 1 /5 2 /5

,W2=

4 0 0

0 2 0

0 0 2

,

r= 2,T= 1 /8,容易验证 ,系统 ( 10)满足了定理 1的条

件 ,从而可知存在以 2c为周期的平稳振荡 .
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日本发现新的抗癌基因

　　日本名古屋大学一个研究小组近日宣布 ,他们新发现了一个与膀胱癌、胃癌、乳腺癌等多种癌症相关的抗

癌基因 ,分析这一基因是否受到损伤 ,可更好地预测病情发展和后果。

　　新发现的抗癌基因名为“ ATBF1” ,由这一基因控制合成的蛋白质在细胞中穿梭于细胞质和细胞核之间 ,

其作用相当于控制细胞增殖的开关。 因此 ,如果这一基因受到损伤 ,细胞就会发生异常增殖 ,甚至癌变。

　　研究小组和美国艾莫里大学科研人员合作 ,对 66名前列腺癌患者的基因进行了分析。结果表明 ,这一基因

受到损伤的概率很高。研究小组又和日本新 劳灾医院合作 ,对膀胱癌患者的基因进行了认真研究。结果发现 ,

如果膀胱癌患者癌组织中含有的“ ATBF1”和另外一种基因 P21都未受到损伤的话 ,治疗中预后 (即预测病情

发展和后果 )效果要好得多 ,患者 10年以上的生存率可达百分之百。

据《科学时报》　　
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