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摘要:利用模类的 Socle-fine性质给出了 GV-环的一个新的刻划 , 同时推广了文献[ 6] 定理 2.3 的结果.
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Abstract:A new characterization of a GV-ring in terms of the socle-fine proerty of module class was provid-
ed , and the theorem 2.3 in reference [ 6] was generalized.
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　　本文 R 总是表示有单位元的(交换或非交换)结

合环 ,所有的模都是右酉模.Soc(RR)是环 R 的右基

座.对于一个右 R-模M , J(M)表示 M 的 Jacobson

根 , Z(M)表示M 的奇异子模 ,即

　　Z(M)={m ∈ M|mI =0 , I 是R 的本质右理

想}.

　　在 Z(M)=M时 ,称M是奇异模.本文未说明的

其它概念和符号均出自文献[ 1] .

　　Von-Neumann正则环的研究在环论中一直是一

个活跃的领域[ 2 ～ 4] ,Ramamurthy 和 Rangaswamy 所引

进和研究的 GV-环[ 5] 是Von-Neumann正则环的一种

重要的推广.环 R 称为右GV-环 ,是指每一个单右 R-

模为投射模或内射模.令 A是由一些右 R-模组成的

类 ,称 A是Socle-fine的 ,是指 A满足条件:对  M ,N

∈ A ,M和N是模同构当且仅当Soc(M)和Soc(N)是

模同构.对给定的环 R ,通过它的 Socle-fine 模类来刻

划它 ,A.Kaidi和A.Idelhadj已经在这方面证明了一些

重要的结论[ 6 ,7] .本文将利用模类的Socle-fine性质来

刻划 GV-环.

　　引理 1是一些关于 GV-环的已知结论.

　　引理 1　对环 R 而言 ,下列条件等价:

　　(1)R 是一个右GV-环;

　　(2)每一个奇异单右 R-模都是内射模;

　　(3)对所有的右 R-模M 有J(M)∩ Z(M)=0;

　　(4)对所有的循环右 R-模M 有J(M)∩ Z(M)

=0;

　　(5)Soc(RR)是投射模且 R/Soc(RR)是一个右

V-环;

　　(6)对所有使得 Z(M)是 M 的本质子模的右R-

模 M 都有 J(M)=0;

　　(7)对所有使得 Z(M)是 M 的本质子模的循环

右R-模M有 J(M)=0;

　　(8)R 的每一个非平凡本质右理想都是极大右理

想的交 ,且 Z(R)∩ J(R)=0.

　　证明 　(1) (2)根据文献[ 8] 命题1.24 ,一个单

右 R-模只能是奇异模或投射模 ,且不能同时成立 ,所

以由右 GV-环的定义即得;

　　(1) (5)由文献[ 9] 定理 2.2即得;而(1)、(3)、

(4)、(7)之间的等价由文献[ 10] 定理 4.2可得;(1)、

(6)、(8)之间的等价由文献[ 5] 定理 3.3可得.

　　定理 1给出了 GV-环的新的刻划.

　　定理 1　对环 R 而言 ,下列条件等价:

　　(1)R 是一个右GV-环;

　　(2)任一具有本质基座的拟内射不可分奇异右

R-模和它的内射包都是单右R-模;
　　(3)由具有本质基座的拟内射不可分奇异模和

它的内射包组成的模类M 是 Socle-fine 的.

　　证明 　(1) (2)对任一具有本质基座的拟内射不

可分奇异右R-模Q ,设S是Q的单子模 ,则有S ≤Q ≤

E(Q).但是由文献[ 11] 命题 2.3可知 E(Q)不可分;而
Z(S)=S ∩ Z(Q)=S ∩ Q =S表明 S是奇异模 ,由

引理 1知 S是内射模 ,即有 E(Q)=S =Q;
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　　(2) (3)显然;
　　(3) (1)如果 S 是奇异单右R-模 ,从而是具有

本质基座的拟内射不可分模 ,于是 S 和E(S)属于模

类M ,而S  E(S)意味着 S是内射模 ,于是由引理1

知 R 是右GV-环.

　　推论1　R是GV-环当且仅当任一具有本质基座

的拟内射不可分奇异右 R-模是内射模.
　　证明 　“ ” 任一奇异单右 R-模M 是具有本质

基座的拟内射不可分奇异 R-模 ,由假设知M 是内射

模 ,由引理 1可知 R 是右GV-环.

　　“  ” 如果M是具有本质基座的拟内射不可分奇

异右 R-模 ,则根据定理 1知 M是单右R-模 ,即 M是

内射模.

　　由于 V-环一定是GV-环 ,命题4推广了文献[ 6]

定理 2.3的结论.
　　命题 1　对一个右 GV-环R ,下列条件等价:

　　(1)R 是一个半单环;

　　(2)投射右 R-模类 PR 是 Socle-fine的;
　　(3)平坦右 R-模类 FR 是Socle-fine 的.

　　证明 　(1) (3)如果 R是半单环 ,则所有 R-模

都是半单的.因此 ,平坦 R-模类 FR 是 Socle-f ine的;
　　(3) (2)由投射模是平坦模即得;

　　(2) (1)由引理 1知 Soc(RR)是投射模 , 从而

Soc(RR), RR ∈ PR 且Soc(RR)= Soc(Soc(RR)).根

据假设有 RR  Soc(RR),即 R 是半单环.
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　　定理 2　设群 G超可解 ,若  r , t ∈ π(G)且 t

 (r -1),则 G幂零.

　　证明 　设 G为极小阶反例.

　　由于超可解性是子群遗传且商群遗传的 ,子群

和商群阶的素因子都是群 G的素因子 ,所以命题条

件子群遗传且商群遗传 ,故可设 G为极小非幂零群.

由文献[ 3] 第 8页定理1.5知:极小非幂零群为 p
b
q阶

群 ,其定义关系为:

　　aq =c
p
1 =c

p
2 =… = c

p
b =1 ,

　　cicj = cjci , i , j =1 , 2 , …, b ,

　　c
a
i = ci+1 , i =1 ,2 , … , b -1 ,

　　cab = c
d

11 c
d

22 …c
d
bb .

其中 f(x)= x
b
-dbx

b-1
-…-d2 x -d1 为 Fp上的

一个 b 次不可约多项式 , 且为 x
q -1 的因子 ,b 是

p(mod q)的指数 , b|(q -1).设 H为G的极小正规

子群 ,由〈a〉  G ,则必有某个 ci ∈ H ,由定义关系 ci
a

= ci+1(i =1 ,2 , … ,b -1), cab =c
d
11 c

d
22 …c

d
bb 易知 , H

G

=P ,即 P 为G的极小正规子群.由于 b是p(mod q)

的指数 ,若 b =1 ,则 q|(p -1),与假设矛盾 ,所以 b

>1 ,即 P 非循环 ,从而 G非超可解 ,矛盾于假设 ,故

G为幂零群.

　　注 1　定理 2中假设条件“ t (r -1)”不可去 ,

如 S3 超可解 ,但非幂零.

　　注2　定理2中假设条件“群 G超可解”不可去.

例:设 G =(〈c1〉×〈c2〉) 〈a〉  (Z 5 ×Z 5)

Z 3 ,其中 a
3 = c

5
1 =c

5
2 =1 , ca1 =c2 , c

a
2 = c

4
1c

4
2.G满

足: r , t ∈ π(G)有 t (r -1).由于|G|=75 ,易

知 G为内交换群 ,由文献[ 3] 第49页定理7.3可知 , G
为极小非超可解群 ,故 G非幂零.
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