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关于 Fibonacci三角形存在的上界*

The Upper Bounds about Fibonacci Triangles
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摘要:运用 Gel 'Fond-Baker方法 ,证明:对任意确定的正整数 k > 5,若存在以 Fn , Fn+ k , Fn+ k为边长的 Fibonacci

三角形 ,则必有 n < k  exp( 169. 7+ 2. 9k+ 7 ln(k + 2) ) .
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Abstract: Using Gel 'Fond-Baker method, w e have proved that if existing a Fibonacci t riangle wi th

Fn , Fn+ k , Fn+ k as i ts sides wi th k > 5, then n < k  exp( 169. 7+ 2. 9k+ 7ln(k+ 2) ) .
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　　整循环数列

　　 F0 = 0,F1 = 1, Fn+ 2 = Fn+ 1 + Fn (n≥ 0) ,

　　L0 = 2,L 1 = 1, Ln+ 2 = Ln+ 1+ Ln (n≥ 0) .

分别称为 Fibonacci数列和 Lucas数列 .几百年来 ,人

们对 Fibonacci数列的研究经久不衰 ,至今仍有许多

关于 Fibonacci数列的问题未解决 .

　 　 1990 年 , H. Harbo rth 和 A. Kemni tz 提 出

Fibonacci三角形猜想
[1 ]
,并证明了 k= 1或 n≤ 25时

猜想成立 .文献 [2 ]中曹珍富提到有研究该问题当 k

= 2, 3, 4的一般方法 .最近 ,作者在文献 [3 ]中给出了

猜想的一个简洁的充要条件 ,从四次丢番图方程的角

度 ,指出了 k= 1, 2, 3, 4, 5的统一证明方法 .但目前可

参阅的文献中至今没有 k > 5的任何结论 .

　　本文运用 Gel 'Fond-Baker方法 ,对一般的 k ,证

明以下结论:

　　定理 1　设 k > 5是确定的正整数 ,最多只有有

限个以 Fn , Fn+ k , Fn+ k为边长的 Fibonacci三角形 ,并

且满足

　　 n < k  exp( 169. 7+ 2. 9k+ 7 ln(k+ 2) ) .

( 1)

1　相关引理

　　证明所需要的相关引理:

　　引理 1　存在以 Fn , Fn+ k , Fn+ k为边长的

Fibonacci三角形的一个充要条件是丢番图方程
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有正整数解 ,其中 x
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1
2
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2
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　　证明　首先由文献 [3]可知 ,当 k> 1,n> 0时 ,

若存在以 Fn , Fn+ k , Fn+ k为边长的 Fibonacci三角形 ,则

h
2 = F

2
n+ k -

1
4
F

2
n . 设 d = gcd( Fn+ k +

1
2
Fn , Fn+ k -

1
2
Fn ) ,则有适当的正整数 x , y满足

　　 Fn+ k +
1
2
Fn = d x

2
,Fn+ k -

1
2
Fn = d y

2
,

由此可得

　　 Fn = d ( x2 - y
2 ) , Fn+ k = d (x 2 + y

2 ) /2. ( 3)

　　而 Fibonacci数和 Lucas数满足 2Fn+ k = Fn Lk +

Ln Fk
[4 ]
,结合 ( 3)式有

　　 Ln = d [ ( 1 - Lk )x
2
+ ( 1 - Lk ) y

2
] /Fk , ( 4)

由于 L
2
n - 5F2

n = 4( - 1)n ,将 ( 3)式及 ( 4)式代入立得

结论 .
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　　引理 2
[5, 6 ]　设 m是大于 2的正整数 , f (X , Y ) =

a0X
m + a1X

m- 1
Y + … + amY

m是二元 m次原型 , t为

非零整数 ,则方程 f ( x , y ) = t仅有有限多组解 ,且这

些解都满足

　　max (|x|,|y|) <

exp( 33(m+ 9)
m

18(m+ 1)
H

2m- 2
f ( log Hf ) 2m- 1 ( logB ) ) , ( 5)

其中 Hf = max {|a0|,|a1|,… ,|am|称为 f (X , Y )的

高 ,B = max (e ,|t|) .

　　 引理 3
[7 ]
　 设 d = gcd(Fn+ k +

1
2
Fn , Fn+ k -

1
2
Fn ) ,则 d|2Fk .

2　定理 1的证明

　　由引理 1,设 a0 = 1 - 2Lk + 4(- 1)k ,a2 = 2( 1

- 4( - 1)k ) ,a4 = 1+ 2Lk+ 4( - 1)k ,a1 = a3 = 0且

t = ( - 1)
n
(
2Fk

d
)
2
,则 ( 2)式即 f (x , y ) = t . 由于

max {|a0|,|a1|,… ,|a4|} = max {|a0|,|a4|} ≤ 2Lk

+ 5,容易证明 k> 5时 2Lk+ 5 < Lk+ 2 ,故 Hf < Lk+ 2.

此时由引理 2得

　　max (|x|,|y|) <

exp( 339 490L6
k+ 2 ( logLk+ 2 ) 7 ( log t ) , ( 6)

由引理 3, max (|x|,|y|) = |x|,且

　　 x
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1
2
Fn ) /d≥ ( Fn+ k +

1
2
Fn ) /2Fk >

1
2
Tn- k , ( 7)

且

　　|t|= (
2Fk

d
) 2≤ 4F2

k <
4
5
T2k , ( 8)

其中T= ( 1+ 5 ) /2. 结合 ( 6) ～ ( 8)式有

　　
1
2
Tn - k < exp( 2 339490L 6

k+ 2 ( logLk+ 2 ) 7 ( logt ) ) ,

得到

　　 ln
1
2
+ (n - k ) lnT < 2  3

39
4
90
T
6k+ 12

(k +

2) 7 ln7T( ln0. 8+ 2k lnT) , ( 9)

于是 n < k  exp( 169. 7+ 2. 9k+ 7ln(k+ 2) ) .

　　定理证毕 .
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