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摘要:利用代数方法、图的边变换 ,以及树的邻接矩阵谱与 Laplacian谱的关系 ,研究树和完美树的邻接矩阵谱半

径和 Laplacian谱半径的下界 ,给出达到下界的所有极树 ,得到的新结果改进了文献 [2 ]的结论 .
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Abstract: In this paper, low er bounds on the spect ral radius of adjacency matrices of t rees and

perfect trees are discussed by algebraic method and edge switching of g raph, and all t rees which

reach low er bounds on the spect ral radius are obtained. Low er bounds on the spectral radius of

Laplacian matrices of t rees and perfect trees are discussed by the relation betw een spectra of

adjacency ma trices and spect ra of Laplacian matrices, and all trees which reach low er bounds on the

spect ral radius are obtained.
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　　假设 G= (V , E)是 n阶简单图 ,顶点集 V (G) =

{v1 ,v2 ,… ,vn } ,令 di表示顶点 vi在 G中的度 ; G的邻

接矩阵 A (G) = (aij )n× n是一个 ( 0, 1)矩阵 ,其中 aij =

1,当且仅当 vi和 vj邻接 . G的 Laplacian矩阵 L (G) =

D (G) - A (G) ,其中 D (G) = diag (d1 ,… ,dn )是 G的

度对角矩阵 . A (G)和 L (G)的特征多项式分别记为

hA (G,x )和hL (G, x ) ,或简记为hA (G)和hL (G) ,因为

A(G)和 L (G)都是实对称的 ,所以它们的特征值都

是实数 ,分别称它们的最大特征值为图 G的邻接谱半

径和 Laplacian谱半径 ,且分别记为 dA (G)和dL (G) .

　　有完美对集的树称为完美树 ,用 Pn、Cn和 K 1,n - 1

分别表示 n阶的路、圈和星 . 如果图 G和 H同构 ,则

记为 G H ,否则记为 G H.目前 ,许多文献研究了

树和完美树的邻接谱半径和 Laplacian谱半径的上界

且得到了许多好的结论 ,但对树和完美树的邻接谱半

径和 Laplacian谱半径下界的研究却不多见 .

　　设 G是 n阶树 ,熟知dA (G)≥ 2cos
c

n+ 1
,等号成

立 ,当且仅当 G Pn
[1 ] .对 n阶的树或完美树 G Pn ,

常安 [2 ]给出了dA (G)的一个新的下界 .对连通图 G的

Laplacian谱半径 , Friedman J研究了dL (G)的下界与

G的阶的关系 ,张晓东和李炯生 [ 3, 4]研究了dL (G)的

下界与 G的阶、边数和生成树的个数的关系 ,但这些

下界应用到树和完美树上时都是平凡的 .本文进一步

研究树和完美树的邻接谱半径和 Laplacian谱半径 ,

获得新的下界 ,且给出达到下界的所有极树 .

1　相关引理

　　引理 1. 1
[5 ]
　设 e= uv是图 G的一条边 ,C (e)是

包含边 e的圈的集合 ,则
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　　hA (G,x ) = hA (G - e ) - hA (G - u - v ) -

2∑
Z∈ C( e)

hA (G - V ( Z ) ) .

　　引理 1. 2
[ 6]
　设 v是图 G的一个非孤立顶点 ,分

别把路 Pk和 Ps的一个 1度顶点与 v用一条边连接 ,记

得到的图为 Gk,s . 如果 k ≥ s≥ 1, 则 dA (Gk,s ) >

dA (Gk+ 1,s- 1 ) .

　　本文称由 Gk,s得到 Gk+ 1,s- 1的过程为图的第一类

边变换 .

2　树和完美树的邻接矩阵谱半径的下界

　　假设 Pn, i ( 2≤ i≤ n - 2) ,P*n , i ( 3≤ i≤ n - 4) ,

P
* *
n, i, j ( 2≤ i < j≤ n - 3)树如图 1所示 .

图 1　 Pn, i , P*
n , i , P* *

n, i , j树

Fig . 1　 T ree o f Pn, i , P
*
n, i , P

* *
n, i , j

　　由引理 1. 2,当 3≤ i≤ n+ 1
2
时 ,有dA ( Pn , i ) >

dA ( Pn, i- 1 ) ,称由 Pn, i得到 Pn , i- 1的过程为图的第二类

边变换 ;当 4≤ i≤
n+ 1

2 时 ,有d( P
*
n, i ) > d(P

*
n , i- 1 ) ,

称由 P
*
n , i得到 P

*
n, i- 1的过程为图的第三类边变换 .

　　引理 2. 1
[1 ]
　设 G是连通图 ,则dA (G) = 2,当且

仅当 G是图 Cn ,K 1, 4 , P8, 4 ,P9, 3 ,P*7, 3或 P
* *
n , 2,n - 3之一 ;

dA (G) < 2,当且仅当 G是图 Cn ,K 1, 4 , P8, 4 , P9, 3 ,P*7, 3或

P
* *
n, 2, n- 3的真子图 .

　　由引理 2. 1和文献 [7 ]中所列树的图表 ,容易得

到下面的结论 .

　　引理 2. 2　设 T {Pn , Pn , 2 }是 n( 6≤ n≤ 9)阶

树 ,则当 n = 9时 ,dA ( T )≥ 2,等号成立 ,当且仅当 T

∈ {Pn, 3 ,P* *
n , 2,n- 3};当 6≤ n≤ 8时 ,dA ( T )≥dA ( Pn, 3 ) ,

等号成立 ,当且仅当 T Pn, 3 .记

　　 Tn ( x ) = cos(n arccosx ) ,

　　Un (x ) =
sin( (n + 1)arccosx )

1 - x
2

,

其中 ,n是非负整数并且|x|< 1.则
[1 ]

hA (Cn ) = 2Tn (
x
2 ) - 2,hA ( Pn ) = Un (

x
2 ) .

　　由上面的定义 ,容易证明下面的结论:

　　引理 2. 3　 (Ⅰ )设 j≥ 1,则hA ( Pj+ 1 )+ hA ( Pj- 1 )

= xhA ( Pj ) ;

　　 (Ⅱ ) 设 r≥ 3,则 hA ( Pr ) - hA (Pr- 2 ) = 2+

hA (Cr+ 1 ) ;

　　 (Ⅲ )设 1≤ q < s < k,则h
′
A ( Ps )hA ( Pk ) -

hA (Pq )hA (Pk+ s- q ) = ∑
s- q- 1

j= 0

hA ( Pk+ s- 2- 2q- 2j ) .

　　 定理 2. 4　 设 T是 n阶树 ,n≥ 6且 T {Pn ,

Pn, 2 } ,则当 6≤ n≤ 8时 ,dA ( T )≥dA (Pn , 3 ) ,等号成

立 ,当且仅当 T Pn, 3 ;当 n = 9时 ,dA ( T )≥ 2,等号

成立 ,当且仅当 T ∈ {Pn, 3 , P* *
n , 2,n - 3 };当 n≥ 10时 ,

dA ( T )≥ 2,等号成立 ,当且仅当 T P
* *
n , 2,n- 3 .

　　证明　由引理 2. 2,只需讨论 n≥ 10的情形即

可 .设 T  {Pn ,Pn , 2 , P* *
n, 2, n- 3 } ,记 T的一条最长路为

Pr ,则存在最长路在 Pr上的子树 P6, 3 .先对 T进行图

的第一类边变换得到 Pn , i ,其中 3≤ i≤ n - 3;再对

Pn, i进行图的第二类边变换得到 Pn, 3 .于是 ,dA ( T )≥

dA ( Pn , 3 ) .由引理 2. 2知 ,dA ( Pn , 3 ) > 2= dA ( P
* *
n, 2, n- 3 ) .

因此 ,结论成立 .

　　定理 2. 5　设 T是 2n阶的完美树 ,n≥ 4且 T 

{P2n , P2n , 3 } ,则当 n= 4时 ,dA ( T )≥dA (P
*
2n , 3 ) ,等号成

立 ,当且仅当 T P
*
2n , 3 ;当 5≤ n≤ 6时 ,dA ( T )≥

dA ( P2n , 5 ) ,等号成立 ,当且仅当 T P2n , 5;当 n≥ 7时 ,

dA ( T ) ≥ dA ( P* *
2n, 3, 2n- 4 ) ,等号成立 , 当且仅当 T  

P
* *
2n, 3, 2n - 4 .

　　证明　当 n = 4, 5时 ,由文献 [7 ]中 8阶和 10阶

树的图表 ,易验证结论成立 .下面设 n≥ 6, 2n阶的完

美树 T  {P2n , P2n , 3 , P2n , 5 , P
* *
2n, 3, 2n - 4 }.

　　 首先 ,证明 T经过上面三类图的边变换可变成

P2n, 5或 P
*
2n, 3 . 下面分两种情形讨论:

　　情形 1　 T存在子树 P
*
7, 3 .先对 T进行图第一类

边变换得到 P
*
2n , i ,其中 3≤ i≤ 2n - 4;再对 P

*
2n, i进行

图的第三类边变换得到 P
*
2n , 3 .

　　情形 2　 T不存在子树 P
*
7, 3 .记 Pr = v1v2… vr是

T的一条最长路 ,则 T可通过在点 vi上生长 ti条悬挂

边而产生 ,其中 ti = 0, 1.因为 T是完美树 ,所以 3≤ i

≤ r - 2.于是 ,得 2n≤ r+ (r - 4) ,即 r≥ n+ 2.因

此 , T存在最长路在 Pr上的子图 P10, 5或 P
* *
10, 3, 4 .于是 ,

先对 T进行图的第一类边变换得到 P2n, i ,其中 5≤ i

≤ 2n - 6;再对 P2n , i 进行图的第二类边变换得到

P2n, 5 .因 T P2n, 5 ,故上面图的两种边变换至少有一

个要实行 .

　　其次 ,由引理 1. 1和引理 2. 3,容易计算得

　　hA (P2n , 5 ) - hA ( P
*
2n, 3 ) = [hA ( P4 )hA ( P2n- 4 ) -

hA (P2 )hA (P2n - 2 ) ] - x [hA ( P3 )hA ( P2n- 6 ) -

hA (P2 )hA (P2n - 5 ) ] = hA (P2n - 6 ) + hA ( P2n- 8 ) -

xhA (P2n- 9 ) = x [hA (P2n- 7 ) - hA ( P2n- 9 ) ] =

x ( 2+ hA (C2n- 8 ) ) . ( 1)

　　 因此 , 当 x ≥ dA ( P*2n, 3 ) 时 , 有 hA ( P2n , 5 ) >

hA (P*2n , 3 ) ,从而 dA (P2n , 5 ) < dA ( P*2n , 3 ) .由上面两方面

的讨论 ,当 T  {P2n , P2n, 3 ,P2n , 5 , P
* *
2n, 3, 2n- 4 }时 ,总有
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dA ( T ) > dA (P2n , 5 ) .

　　最后 ,由引理 1. 1,容易计算得

　　hA (P13, 5 ) = x (x
3
- x

2
- 2x+ 1) (x

3
+ x

2
- 2x

- 1) ( x
6
- 7x

4
- 13x

2
- 5) ,

　　hA (P
* *
13, 3, 9 ) = x ( x

2
- 1) (x

4
- 4x

2
+ 1) ( x

6
- 7x

4

- 13x 2 - 5) .

　　所以dA (P13, 5 ) = dA ( P
* *
13, 3, 9 ) .注意到 m≥ 10时 ,

Pm , 5是 Pm+ 1, 5的真子图 ,故dA (Pm , 5 )关于 m≥ 10严格

单调递增 .dA ( P
* *
m , 3,m- 4 )关于 m≥ 9也是严格单调递

减 的
[ 1]
. 于是 , 当 n ≥ 7时 , 有 dA ( P

* *
2n, 3, 2n- 4 ) <

dA ( P
* *
13 , 3, 9 ) = dA (P13, 5 ) < dA ( P2n , 5 ) ;当 n = 6时 ,有

dA ( P* *
2n, 3, 2n- 4 ) > dA (P* *

13, 3, 9 ) = dA (P13, 5 ) > dA ( P2n, 5 ) .

因为 P
* *
2n , 3, 2n - 4是完美树 .综上所述 ,定理得到证明 .

　　 注　 根据文献 [1, 2]的结论和上面的讨论 ,我

们得到下面的结论:

　　设 T是一个 n阶树 ,n适当大 (例如 n≥ 10) , T 

{Pn , Pn, 2 , P* *
n , 2,n - 3} ,则

　　dA ( T ) > dA (P
* *
n , 2,n- 2 ) = 2 > dA (Pn , 2 ) =

2cos
c

2(n - 1)
> dA ( Pn ) = 2cos

c
n+ 1

.

　　设 T是 2n阶的完美树 ,n适当大 (例如 n≥ 7)且

T {P2n , P2n , 3 , P
* *
2n, 3, 2n - 4 } ,则

　　dA ( T ) > dA (P
* *
2n , 3, 2n- 4 ) > dA (P2n , 3 ) > dA ( P2n ) .

3　树和完美树的 Laplacian谱半径的下界

　　引理 3. 1[8 ]　 (Ⅰ )设 T 是 n阶树 ,则 L ( T )与

D ( T ) + A ( T )有相同的谱 .

　　 (Ⅱ )设 n阶树 T的顶点集和边集分别为 {v1 , v2 ,

… ,vn }和 {e1 ,e2 ,… ,en- 1 } , T的关联矩阵为 B ( T ) =

(bij )n× (n- 1) ,线图记为 l ( T ) .则

　　B ( T )B ( T )
t
= D( T ) + A ( T ) ,B ( T )

t
B ( T ) =

2In- 1 + A ( l ( T ) ) .

其中 , A
t
表示矩阵 A的转置 ; In - 1是 n - 1阶的单位矩

阵 .

　　引理 3. 2[6 ]　设 v和 u是图 G的 2个邻接顶点 ,

dG (v )≥ 2,dG(u )≥ 2.把 Pk的一个 1度顶点与 v用一

条边连接且 Ps的一个 1度顶点与 u用一条边连接 ,记

得到的图为 G
*
k ,s , 则 k ≥ s≥ 1时 ,dA (G

*
k,s ) >

dA (G*k+ 1,s- 1 ) .

　　从 G
*
k ,s得 G

*
k+ 1,s- 1的过程称为图的第四类边变

换 .

　　引理 3. 3
[ 6]
　设 H是连通图 G的真生成子图 ,则

dA ( H ) < dA (G) .

　　引理 3. 4[7 ]　 (Ⅰ )设 T是树 ,则线图 l ( T )的每

个块都是完全图 , T的每个非悬挂边都是 l ( T )的割

点 ,且 l ( T )的每个割点都恰好位于它的两个块中 .

　　 (Ⅱ )设 T和 T
~是 n阶树 ,则 l ( T ) l ( T~ ) ,当且仅

当 T T
~ .

　　树 Pn , i , P*n, i和 P
* *
n, i, j的线图如图 2所示 .记 C (s, t ,

l )表示分别把 C3的 3个顶点与路 Ps- 1、Pt- 1和 Pl- 1的

各一个一度顶点用一条边连接而得到的 s+ t + l阶

图 .显然 ,C ( i - 1, 1,n - i - 1) l (Pn , i ) ,C ( i - 1, 2,

n - i - 2) l ( P
*
n, i ) .由引理 3. 1,得

　　dL ( T ) = 2+ dA ( l ( T ) ) . ( 2)

图 2　 l (Pn, i ) , l (P*n, i ) , l (P* *
n, i , j )树

Fig. 2　 T ree o f l (Pn, i ) , l (P*
n, i ) , l (P* *

n, i , j )

　　定理 3. 5　设 T是 n阶树 .

　　 (Ⅰ )设 n≥ 2,则dL ( T )≥ 2+ 2cos
c
n
,等号成

立 ,当且仅当 T Pn ;

　　 (Ⅱ )设 n≥ 5且 T Pn ,则dL ( T )≥dL (Pn , 2 ) ,等

号成立 ,当且仅当 T Pn , 2;

　　 (Ⅲ )设 n≥ 6且 T {Pn , Pn , 2} ,则

　　当 6≤ n≤ 7时 ,dL ( T )≥dL (Pn, 3 ) ,等号成立 ,当

且仅当 T Pn, 3 ;

　　当 n= 8时 ,dL ( T )≥ 2+ T,等号成立 ,当且仅当

T ∈ {Pn , 3 , P* *
n, 2, n- 3 } ,其中T是方程 x

3 - x
2 - 4x + 2

= 0的最大根 ;

　　当 n≥ 9时 ,dL ( T )≥dL (P* *
n , 2,n- 3 ) ,等号成立 ,当

且仅当 T P
* *
n, 2, n- 3 .

　　证明　 (Ⅰ )由式 ( 2) ,dL ( T ) = 2+ dA ( l ( T ) )≥

2+ dA ( Pn - 1 ) = 2+ 2cos
c
n
,等号成立 ,当且仅当

l ( T ) Pn- 1 = l ( Pn ) ,由引理 3. 4,这等价于 T Pn .

　　 (Ⅱ )设 T {Pn , Pn , 2 }.由 T Pn知 , T存在度至

少为 3的顶点 ,于是 l ( T )有长为 3的圈 ,取定 l ( T )的

一个长为 3的圈 ,记为 C3 .首先 ,保持 C3不变 ,采用破

圈法把 l ( T )变成只有圈 C3的单圈连通图 W ;其次 ,

对W反复应用图的第一类边变换变成只有圈 C3的单

圈连通图 C (s , t , l ) ;最后 ,对 C (s , t , l )反复应用图的

第四类边变换得 C ( 1, 1,n - 3) l (Pn , 2 ) .由 T Pn , 2

及引理 3. 4知 , l ( T ) l ( Pn , 2 ) ,于是上面的三个过程

至少有一个要实行 ,从而由引理 1. 2、引理 3. 2和引理

3. 3知 ,dA ( l ( T ) ) > dA ( l (Pn , 2 ) .于是由式 ( 2) ,得

　　dL ( T ) = 2 + dA ( l ( T ) ) > 2+ dA ( l ( Pn , 2 ) ) =

dL (Pn , 2 ) .

　　因此 ,结论成立 .

　　 (Ⅲ )当 6≤ n≤ 7时 ,由文献 [7]中树的图解 ,易
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知结论成立 .下面设 T {Pn , Pn, 2 , P
* *
n , 2,n - 3 }且 n≥ 8,

则 l ( T )存在一个边导出子图 C ( 2, 2, 1) .首先 ,保持

C ( 2, 2, 1)不变 ,用破圈法把 l ( T )变成含有 C ( 2, 2, 1)

的单圈连通图 W ;其次 ,对 W应用图的第一类边变换

变成单圈连通图 C (s , t , l ) ,此时 s , t , l至少有两个不小

于 2;最后 ,对 C (s , t , l )应用图的第四类边变换得到

C ( 2, 1,n - 4) l ( Pn , 3 ) ,其中 , l ( T ) l ( Pn, 3 ) ,即 T

 Pn , 3时 ,三个过程至少有一个要实行 .由引理 1. 2、

引理 3. 2和引理 3. 3,当 T {Pn , Pn , 2 , P
* *
n, 2 ,n- 3 }且 n≥

8时 ,有

　　dA ( l ( T ) )≥dA ( l ( Pn , 3 ) ) , ( 3)

其中 ,等号成立 ,当且仅当 T Pn , 3.

　　另一方面 ,由引理 1. 1,容易计算得

　　hA ( l ( P8 , 3 ) ) = x (x + 1) (x
2
- 2) (x

3
- x

2
- 4x

+ 2) ,

　　hA ( l ( P* *
8 , 2, 5 ) ) = (x - 2) (x + 1) 3 (x 3 - x

2 - 4x

+ 2) .

　　于是dA ( l ( P8, 3 ) ) = dA ( l ( P
* *
8, 2, 5 ) ) = T,其中T是

方程 x
3
- x

2
- 4x+ 2= 0的最大根 .因为 l ( Pn, 3 )是

l ( Pn+ 1, 3 )的真子图 ,故dA ( l ( Pn, 3 ) )关于 n≥ 6严格单

调递增 .dA ( l (P* *
n , 2,n- 3 ) )关于 n≥ 8严格单调递减 [ 1] .

于是 n≥ 9时 ,dA ( l (Pn , 3 ) ) > dA ( l (P
* *
n , 2,n- 3 ) ) .

　　综合上面讨论 ,由 ( 2)和 ( 3)式 ,得

　　如果 n = 8且 T {Pn , Pn, 2 , Pn , 3 ,P* *
n , 2,n- 3 } ,则

　　dL ( T ) = 2+ dA ( l ( T ) ) > 2+ dA ( l (Pn , 3 ) ) = 2+

dA ( l ( P* *
n , 2,n- 3 ) ) = 2+ T.

　　如果 n≥ 9且 T {Pn , Pn, 2 , P
* *
n , 2,n - 3} ,则

　　dL ( T ) = 2+ dA ( l ( T ) ) > 2+ dA ( l (Pn , 3 ) ) > 2+

dA ( l ( P* *
n , 2,n- 3 ) ) = dL (P* *

n , 2,n- 3 ) .

　　定理 3. 6　设 T是 2n阶的完美树 ,其中 n≥ 4.

　　 (Ⅰ )设 T P2n ,则dL ( T )≥ dL ( P2n, 3 ) ,等号成

立 ,当且仅当 T P2n , 3 ;

　　 (Ⅱ )设 T  {P2n , P2n, 3 } ,则

　　当 n = 4时 ,dL ( T )≥dL ( P
*
2n, 3 ) ,等号成立 ,当且

仅当 T P
*
2n, 3 ;

　　当 n = 5时 ,dL ( T )≥dL ( P2n, 5 ) ,等号成立 ,当且

仅当 T P2n, 5 ;

　　当 n = 6时 ,dL ( T )≥ 2+ U,等号成立 ,当且仅当

T∈ {P2n, 5 , P* *
2n , 3, 2n - 4} ,其中U是方程 x

4 - 5x2 - 2x+

1= 0的最大根 .

　　当 n≥ 7时 ,dL ( T )≥dL ( P* *
2n , 3, 2n - 4 ) ,等号成立 ,当

且仅当 T P
* *
2n , 3, 2n- 4.

　　证明　 (Ⅰ )设 2n阶的完美树 T {P2n , P2n, 3 } ,

类似定理 3. 5( 3)的讨论 ,由 l ( T )得到 C ( 2, 1, 2n -

4) l (P2n , 3 ) .因为 T P2n , 3 ,即 l ( T ) l ( P2n, 3 ) ,所以

三个过程至少有一个要进行一次 .从而由引理 1. 2、

引理 3. 2和引理 3. 3,得dA ( l ( T ) ) > dA ( l ( P2n, 3 ) ) . 再

由 ( 2) 式 , 得 dL ( T ) = 2 + dA ( l ( T ) ) > 2 +

dA ( l (P2n , 3 ) ) = dL (P2n , 3 ) .因此 ,结论成立 .

　　 (Ⅱ )当 n = 4, 5时 ,由文献 [7 ]中树的图表 ,易知

结论成立 .下面设 n≥ 6且 2n阶的完美树 T {P2n ,

P2n, 3 ,P2n , 5 , P
* *
2n, 3, 2n- 4 }.首先 ,应用定理 2. 5证明的分

类: 对应情形 1, l ( T )存在子图同构于 C ( 2, 2, 2) ,类

似定理 3. 5( 3)的讨论 , l ( T )可化成 C (s , t , l ) ,其中 s ,

t , l都不小于 2;再反复应用图的第四类边变换得到

C ( 2, 2, 2n - 5) l (P
*
2n , 3 ) .对应情形 2l ( T )存在子图

同构 C ( 4, 1, 4) ,类似上一情形讨论 , l ( T )可变换成

C ( 4, 1, 2n - 6) l ( P2n , 5 ) ,其中三个过程至少有一个

要进行一次 .

　　其次 ,由引理 1. 1和引理 2. 3,类似于 ( 1)式的计

算 ,当 x≥dA ( l ( P*2n, 3 ) )时 ,有

　　hA ( l ( P2n , 5 ) ) - hA ( l (P*2n , 3 ) ) = x (x + 2) ( 2 +

hA (C2n- 8 ) ) > 0.

　　 因此 ,dA ( l ( P2n , 5 ) ) < dA ( l ( P*2n , 3 ) ) .综合上面两

方面的讨论 ,我们有

　　dA ( l ( T ) ) > dA ( l (P2n , 5 ) ) . ( 4)

　　最后 ,由引理 1. 1,容易计算得

　　hA ( l ( P12, 5 ) ) = x (x 2 - 1) (x 2 - 2) ( x2 - 3) (x 4 -

5x
2
- 2x + 1) ,

　　hA ( l ( P
* *
12, 3, 8 ) ) = x (x

2
- 2) (x

2
- x - 3) (x

2
+ x

- 1) (x 4 - 5x2 - 2x + 1) .

　　因此 ,dA ( l ( P12, 5 ) ) = dA ( l ( P
* *
12, 3, 8 ) ) = U,其中U

是方程 x
4
- 5x

2
- 2x + 1 = 0的最 大根 .

dA ( l (P
* *
m , 3,m- 4 ) )关于 m≥ 10严格单调减

[1 ]
.由 l (Pm , 5 )

是 l ( Pm+ 1, 5 )的真子图知 ,dA ( l ( Pm , 5 ) )关于 m≥ 10严

格 单 调 增 . 于 是 n ≥ 7 时 ,dA ( l ( P2n , 5 ) ) >

dA ( l (P
* *
2n , 3, 2n- 4 ) ) . 综合上面的讨论 ,由式 ( 2)和式

( 4) ,得

　　如果 n= 6且 T {P2n , P2n, 3 , P2n, 5 ,P
* *
2n , 3, 2n- 4} ,则

　　dL ( T ) = 2+ dA ( l ( T ) ) > 2+ dA ( l (P2n , 5 ) ) = 2

+ dA ( l (P
* *
2n , 3, 2n- 4 ) ) = 2+ U.

　　如果 n≥ 7且 T  {P2n , P2n , 3 ,P
* *
2n , 3, 2n- 4} ,则

　　dL ( T ) = 2+ dA ( l ( T ) ) > 2+ dA ( l (P2n , 5 ) ) > 2

+ dA ( l (P* *
2n , 3, 2n- 4 ) ) = dL (P* *

2n , 3, 2n- 4 ) .
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　　引理 2
[5, 6 ]　设 m是大于 2的正整数 , f (X , Y ) =

a0X
m + a1X

m- 1
Y + … + am Y

m是二元 m次原型 , t为

非零整数 ,则方程 f ( x , y ) = t仅有有限多组解 ,且这

些解都满足

　　max (|x|,|y|) <

exp( 33(m+ 9)
m

18(m+ 1)
H

2m- 2
f ( log Hf ) 2m- 1 ( logB ) ) , ( 5)

其中 Hf = max {|a0|,|a1|,… ,|am|称为 f (X , Y )的

高 ,B = max (e ,|t|) .

　　 引理 3
[7 ]
　 设 d = gcd(Fn+ k +

1
2

Fn , Fn+ k -

1
2

Fn ) ,则 d|2Fk .

2　定理 1的证明

　　由引理 1,设 a0 = 1 - 2Lk + 4(- 1)k ,a2 = 2( 1

- 4( - 1)k ) ,a4 = 1+ 2Lk+ 4( - 1)k ,a1 = a3 = 0且

t = ( - 1)
n
(
2Fk

d
)
2
,则 ( 2)式即 f (x , y ) = t . 由于

max {|a0|,|a1|,… ,|a4|} = max {|a0|,|a4|} ≤ 2Lk

+ 5,容易证明 k> 5时 2Lk+ 5 < Lk+ 2 ,故 Hf < Lk+ 2.

此时由引理 2得

　　max (|x|,|y|) <

exp( 339 490L6
k+ 2 ( logLk+ 2 ) 7 ( log t ) , ( 6)

由引理 3, max (|x|,|y|) = |x|,且

　　 x
2 = (Fn+ k+

1
2

Fn ) /d≥ ( Fn+ k +
1
2

Fn ) /2Fk >

1
2
Tn- k , ( 7)

且

　　|t|= (
2Fk

d
) 2≤ 4F2

k <
4
5
T2k , ( 8)

其中T= ( 1+ 5 ) /2. 结合 ( 6) ～ ( 8)式有

　　
1
2
Tn - k < exp( 2 339490L 6

k+ 2 ( logLk+ 2 ) 7 ( logt ) ) ,

得到

　　 ln
1
2
+ (n - k ) lnT < 2  3

39
4
90
T
6k+ 12

(k +

2) 7 ln7T( ln0. 8+ 2k lnT) , ( 9)

于是 n < k  exp( 169. 7+ 2. 9k+ 7ln(k+ 2) ) .

　　定理证毕 .
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