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摘要:通过构造多元函数 ,定性分析一个耦合自治常微分方程组周期解的存在性 ,研究含多个滞量的微分差分方

程 x′(t ) = F( x (t ) , x (t - f1 ) , x (t - f2 ) ,… , x (t - fn ) )和 x′( t ) = F( x ( t) ,x ( t - f) , x (t - 2f) ,… , x (t - nf) )

周期解的存在性问题 ,获得系统存在非平凡振动周期解的一组充分条件 ,推广和改进了文献 [3～ 5 ]的结果 .
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Abstract: By constructing multivariate function and quali tativ e analyzing the existence of periodic

solutions of a coupled system of autonomous sy stem of differential equations, the existence of non-

constant osci llating periodic solutions of differential dif ference equations with n time lags x′( t ) =
F ( x ( t ) , x ( t - f1 ) ,x ( t - f2 ) ,… , x ( t - fn ) ) and x′( t ) = F (x ( t ) , x ( t - f) ,x ( t - 2f) ,… , x ( t -

nf) ) is studied. A set of suf ficient conditions on the existence is obtained, the results of Reference

[3～ 5 ] are ex tended and improved.
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　　许多事物的变化规律不仅依赖于当时的状态 ,还

依赖于事物过去或将来的状态 .除了理想情形以外 ,

动力系统总是存在滞后或超前现象 . 因此 ,微分差分

方程在生物数学、经济学、自动控制理论、医学、物理

学等许多方面均有着广泛的应用 .

　　以往对泛函微分方程或更特殊的微分差分方程

周期解存在性的研究方法主要应用不动点定理
[1 ]
,但

不动点原理所得结果是非构造性 ,不易了解周期解的

几何特征 .文献 [ 2]通过定性分析一个耦合自治常微

分方程组周期解的存在性 ,提供了研究微分差分方程

非平凡周期解的存在性问题的一种新的方法 , 其后

许多人做了这方面的推广工作 [3～ 7 ] .刘正荣等 [8 ]对这

些工作做了综合性的论述 ,并对含多个滞量的微分差

分方程 x′( t ) = ∑
n- 1

i= 1 - f (x ( t - fi ) )存在周期解时

函数的特性进行了剖析 .

　　本文研究比文献 [2～ 8 ]更广泛的含 n个滞量的

微分差分方程:

　　 x′( t ) = F (x ( t ) ,x ( t - f1 ) ,x ( t - f2 ) ,… ,x ( t -

fn ) ) , ( 1)

　　和 x′( t ) = F (x ( t ) ,x ( t - f) , x ( t - 2f) ,… , x ( t

- nf) ) ( 2)

周期解的存在性问题 ,推广和改进了文献 [3～ 5 ]的

结果 .

1　相关记号和引理

　　对方程组

　　
x′= - f ( x ,y ) ,

y′= f (y ,x ) ,
( 3)

本文总假设 f 满足:

　　 ( H1) f : R2→ R连续 ,对 x≠ 0,y∈ R, x f ( y ,x )

> 0,J ( x , y )  
- f ( x ,y )

　 f ( y ,x )
在 R

2
上 满足局部
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Lipschi tz条件 ;

　　 ( H2) f ( - y , x ) = f (y , x ) , f ( y , - x ) = -

f ( y ,x ) ;

　　 ( H3)|f ( y , x )|≤ r (|x|) ,其中 r (s )关于 s连

续 , r ( 0) = 0, r (s ) > 0(s > 0) ;

　　 ( H4)对任意 y∈ R,∫
∞

0
f (y ,x ) dx = + ∞ ;

　　 ( H5)存在常数 M > 0,使得对 y1≥ y2≥ 0或 y1

≤ y2≤ 0有 M|f ( y1 , x )|≥|f ( y2 ,x )|.

　　 注 　 条件 ( H1)保证了系统 ( 3) 在初始条件

x ( t0 ) = x0 , y ( t0 ) = y0下存在唯一解 ,并且过相平面

上任意一点 (x 0 , y0 )∈ R
2 ,系统 ( 3)有唯一相轨线 .

　　引理 1
[8 ]　方程 ( 3)的所有解都是周期解 .

　　引理 2
[8 ]　若 ( x ( t ) , y ( t ) )是方程 ( 3)的 4w周期

解 ,则 y ( t ) = x ( t - w ) .

　　记 X ( t ,λ) = ( x ( t ) , y ( t ) ) (λ≥ 0) ,为方程 ( 3)过

点 (λ,λ)的解 ,其周期为 w (λ) .

　　还记

　　 ( H6) lim
x→∞

f (y ,x )
x

= T, lim
x→ 0

f ( y , x )
x

= U, (T,U也

可为零或无穷 ) .

　　引理 3
[8 ]
　若条件 ( H6)成立 ,则

　　 lim
λ→ 0

w (λ) =
2c/T,　 0 < T<+ ∞ ,

+ ∞ , T= 0,

0,　　T= ∞ .

　　 lim
λ→∞

w (λ) =
2c/U,　 0 < U<+ ∞ ,

+ ∞ , U= 0,

0,　　U= ∞ .
　　注　 随λ的变化 , w (λ)可以取尽介于 2c/T和

2c/U之间的所有值 ,它们各不相同 ,组成一个连续

统 .

　　引理 4
[2 ]
　设简单闭曲线 L R

2
, G是包含原点

在内以 L为边界的区域 , T: R
2
→ R

2
是以原点为中心

的旋转变换 ,则 TL ∩ L≠○ .

2　主要结果及证明

　　记

f ( y , x ) = - F( y , x , - y , - x , y , x , - y , - x ,… ) .

( 4)

　　定理 1　 若 f (y , x )满足条件 ( H1) ～ ( H5) ,且

　　 ( H7) 存在正整数 k1 ,k2 ,… ,kn使得
f1

1+ 4k1
=

f2
2+ 4k2

=
f3

3+ 4k3
= … =

fn
n + 4kn

成立 ;

　　 ( H8) min(T,U) <
1+ 4k1
2f1

c< max (T,U)

成立 ,则方程 ( 1)存在周期为
4f1

1+ 4k1
的非平凡振动

周期解 .

　　证明　考虑耦合方程组

　　
x′= - f ( x ,y ) ,

y′= f (y ,x ) .
( 5)

　　 由引理 2和引理 3知道方程 ( 5)存在一个以

4f1
1+ 4k1

为周期的解 .设 (x ( t ) , y ( t ) )是方程 ( 5)周期

解 ,又

　　 ( - x ( t ) )′= - x′( t ) = f ( x ( t ) , y ( t ) ) =

- f ( - x ( t ) , - y ( t ) ) ,

　　 ( - y ( t ) )′= - y′( t ) = - f ( y ( t ) ,x ( t ) ) =

f ( - y ( t ) , - x ( t ) ) ,

故 ( - x ( t ) , - y ( t ) )也是方程 ( 5)的解 .由引理 5知

( x ( t ) , y ( t ) )和 ( - x ( t ) , - y ( t ) )在相同的轨道上 ,

所以存在W∈ ( 0,
4f1

1+ 4k1
) ,使得 x ( t ) = - x ( t - W)

= x ( t - 2W)和 y ( t ) = - y ( t - W) = y ( t - 2W)成立 ,

因而有 2W= m
4f1

1+ 4k1
或者W= m

2f1
1+ 4k1

.又因为W

∈ ( 0,
4f1

1+ 4k1
) ,故 m必取值为 1即W=

2f1
1+ 4k1

,所以

有

x ( t ) = - x ( t -
2f1

1+ 4k1 ) = - x ( t +
2f1

1+ 4k1 ) ,

y ( t ) = - y ( t -
2f1

1+ 4k1
) = - y ( t +

2f1
1+ 4k1

)

( 6)

成立 .同样可检验 ( y ( t ) , - x ( t ) )也是方程 ( 5)的解 .

同时 ,解 ( y ( t ) , - x ( t ) )和 ( x ( t ) , y ( t ) )在相同的轨道

上 ,所以存在W∈ ( 0,
4f1

1+ 4k1
) ,使得

　　
y ( t ) = x ( t - e) ,
- x ( t ) = y ( t - e) ,

( 7)

成立 ,即 x ( t ) = - y ( t - e) = - x ( t - 2e) .再由 ( 6)

式知 2e=
2f1

1+ 4k1
+ k

4f1
1+ 4k1

或者e= ( 2k + 1)

f1
1+ 4k1

.显然 k只能取值为 0或 1.下证 k = 0.

　　若 k= 1即e=
3f1

1+ 4k1
.此时如果 (x ( t0 ) , y ( t0 ) )

属于第Ⅰ 象限 , (- x ( t0 ) , - y ( t0 ) )就应该在第Ⅲ 象

限 , 这 样由 ( 6) 式 知 (x ( t0 -
2f1

1+ 4k1 ) , y ( t0 -

2f1
1+ 4k1

) )也应在第 Ⅲ 象限 ,因此 (x ( t0 -
3f1

1+ 4k1
) ,

y ( t0 -
3f1

1+ 4k1
) )必不属于第Ⅳ 象限 .但由 ( 7)式知

( x ( t0 -
3f1

1+ 4k1
) , y ( t0 -

3f1
1+ 4k1

) ) = ( y ( t0 ) , -

x ( t0 ) )应属于第 Ⅳ 象限 ,矛盾 .因此 k = 0即 e=

f1
1+ 4k1

,故
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x ( t ) = - y ( t -

f1
1+ 4k1

) ,

y ( t ) = x ( t -
f1

1+ 4k1
) ,

( 8)

成立 .由 ( 6)式 , ( 8)式及条件 ( H7)知

　　 x ( t - f1 ) = x ( t - ( 1+ 4k1 )
f1

1+ 4k1
) = x ( t -

f1
1+ 4k1

) = y ( t ) ,

　　 x ( t - f2 ) = x ( t - ( 2+ 4k2 )
f2

2+ 4k1
) =

x ( t - ( 2+ 4k2 )
f2

2+ 4k2 ) = x ( t - ( 2+

4k2 )
f1

1+ 4k1 ) = x ( t -
2f1

1+ 4k1 ) = - x ( t ) ,

　　 x ( t - f3 ) = x ( t - ( 3+ 4k3 )
f3

3+ 4k3
) =

x ( t - ( 3+ 4k3 )
f1

1+ 4k1
) = x ( t -

3f1
1+ 4k1

) =

- y ( t ) ,

　　 x ( t - f4 ) = x ( t - ( 4+ 4k4 )
f3

4+ 4k4 ) =

x ( t - ( 4+ 4k4 )
f1

1+ 4k1
) = x ( t -

4f1
1+ 4k1

) =

x ( t ) ,…
因而 ,x′= - f (x , y ) = - F( x ( t ) , y ( t ) , - x ( t ) ,

- y ( t ) ,x ( t ) , y ( t ) ,… ) = F( x ( t ) , x ( t - f1 ) ,x ( t -

f2 ) ,… ) .

　　显然 ,
4f1

1+ 4k1
非零 .考虑方程 ( 5)的解 ( x ( t ) ,

y ( t ) ) ,由对称性知道 ,在一个周期内 x ( t )存在而且只

存在两个零点 ,即 x ( t )是振动的 .同理 y ( t )也是振动

的 .所以 , x = x ( t )是方程 ( 1)以
4f1

1+ 4k1
为周期的非

平凡振动周期解 .证毕 .

　　 若方程 ( 1)中的fi = 0( i = 3, 4,… ,n ) ,即方程

( 1)为

　　 x′( t ) = F( x ( t ) , x ( t - f1 ) ,x ( t - f2 ) ) , ( 9)

若函数 F满足定理 1的所有条件 ,则有:

　　推论 1　方程 ( 9)有周期为
4f1

1+ 4k1
的非平凡振

动周期解 .

　　注　此时条件 ( H7)为:存在正整数 k1 ,k2 ,k3 ,使

得
f1

1+ 4k1
=

f2
2+ 4k2

=
f3

3+ 4k3
成立 .

　　 显然 ,推论 1中的条件比文献 [6]的弱 ,两者却

有同样的结果 .文献 [5 ]要求滞量fi ( i = 1, 2, 3,… ,n)

是可以相互替换的 ,而上述定理 1没有这要求 .因而

本文推广了文献 [5, 6]的主要结果 .

　　定理 2　 若 f (y , x )满足条件 ( H1) ～ ( H6) ,且

( H8)存在正整数 k ,使得 min(T,U) <
1+ 4k
2f
c <

max (T,U)成立 ,则方程 ( 2)存在周期为
4f

1+ 4k的非

平凡振动周期解 .

　　 证明 　 显然 ,存在正整数 k2 ,k3 ,… ,kn 使得

1
1+ 4k

=
2

2+ 4k2
=

3
3+ 4k3

= … =
n

n + 4kn
成立 .

取定理 1中fi ( i = 1, 2, 3,… ,n)分别等于 if( i = 1, 2,

3,… ,n ) .证明过程类似定理 1的证明 ,详细过程略 .

　　令定理 2中f= 1,有:

　　推论 2　若 min(T,U) <
c
2
< max (T,U) ,则方程

( 2)存在周期为 4的非平凡振动周期解 .

　　注 　推论 2是文献 [4 ]主要结果 .

　　例 1　考察方程

　　 x′( t ) = ( Ax ( t - f1 )x ( t - f3 ) x ( t - f5 )x ( t -

f7 ) x ( t - f9 ) ) /( B+ sin( x ( t )x ( t - f2 )x ( t - f4 )x ( t -

f6 ) ) + x ( t - f1 ) x ( t - f9 ) ) . ( 10)

　　解 　显然 , f ( y ,x ) =
Ax

5

B+ siny
4
+ x

2 ,取 A =

5,B = 4,此时T= 0,U= 5.当fi ( i = 1, 2,… , 9)分别

取c
12
,c
6
, 9
20
c, 2

15
c, 3

20
c, 7

10
c, c

4
, 4
5
c, 27

20
c.容易验证

存在 ki ( i = 1, 2,… , 9)分别等于 1, 2, 6, 1, 1, 9, 2, 10,

18,满足定理 1的所有条件 ,所以方程 ( 10)存在周期

为
c
15
的周期解 .
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