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摘要:利用 Green定理和微分不等式 ,研究一类拟线性抛物型偏微分方程组: 　　
 ui ( x , t )

 t
= ai (t )Δui (x , t) +

∑
s

k= 1

aik (t )Δui (x ,dk (t ) ) - pi ( x , t) ui ( x , t ) - ∑
m

j= 1

f i j [t , x ,u j ( x ,e(t ) ) ], i = 1, 2,… , m解的振动性 ,获得该类方程组

在两类不同边值条件:
 ui ( x , t )

 N
+ g i ( x , t )ui (x , t) = 0, ( x , t )∈  Ψ× R+ , i = 1, 2,… ,m和 ui (x , t) = 0, ( x , t )∈

 K× R+ , i = 1, 2,… ,m所有解振动的若干充分条件:　 lim
t→∞

inf∫
t

e( t )
q(s ) exp∫

s

e(s)
p( r ) drds >

1
e

.
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Abstract: The oscillation of solutions of the sy stems of a class of quasilinear parabolic partial

differential equations: 　
 ui (x , t )

 t
= ai ( t )Δui ( x , t ) + ∑

s

k= 1
aik ( t )Δui (x ,dk ( t ) ) - pi ( x , t )ui (x , t ) -

∑
m

j= 1
f ij [t ,x ,uj (x ,e( t ) ) ] , i = 1, 2,… ,m is studied by Green 's theorem and dif ferential inequalities.

The suf ficient conditions:　 lim
t→∞

inf∫
t

e(t )
q(s ) exp∫

s

e(s )
p(r ) drds>

1
e

. for the oscillation of all solutions

of the system s are obtained under tw o kinds of different boundary condi tions:
 ui (x , t )
 N

+ gi ( x ,

t )ui (x , t ) = 0, (x , t )∈  Ψ× R+ , i = 1, 2,… ,m; and ui ( x , t ) = 0, (x , t )∈  K× R+ , i= 1, 2,… ,

m.
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　　近年来 ,不少学者对偏泛函微分方程组解的振动

性进行研究和探讨 ,并陆续有许多研究结果发表 ,李

永昆 [ 1 ]给出了一类双曲型偏微分方程组解的振动性

条件 ,关新平等
[ 2]
给出了一类非线性中立型双曲偏微

分方程组解的振动准则 ,李伟年 [3 ]给出了一类时滞抛

物型偏微分方程组解的振动性定理 , 邓立虎等 [4 ]研

究了一类拟线性抛物泛函微分方程组解的振动性 ,林

文贤
[ 5 ]
研究了一类高阶拟线性中立型偏泛函微分方

程组解的振动性 ,获得了一些较好的结果 .本文将讨

论如下一类拟线性抛物型偏微分方程组:

　　
 ui (x , t )
 t = ai ( t )Δui ( x , t ) + ∑

s

k= 1
aik ( t )Δui (x ,

dk ( t ) ) - pi (x , t )ui ( x , t ) - ∑
m

j= 1
f ij [t ,x ,uj (x ,e( t ) ) ] , i

= 1, 2,… ,m ( 1)

解的振动性 ,其中 (x , t ) ∈ Ψ× R+≡ G,R+ = [0,

∞ ) ,Ψ R
n
是具有逐片光滑边界  Ψ的有界区域 ,且

　　Δui ( x , t ) = ∑
n

r= 1

 
2
ui (x , t )
 x 2

r
, i = 1, 2,… ,m .

　　考虑两类边值条件:

　　 ( B1 )
 ui ( x , t )
 N

+ gi (x , t )ui (x , t ) = 0, (x , t )∈  Ψ

× R+ , i = 1, 2,… ,m;
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　　 ( B2 ) ui (x , t ) = 0, (x , t )∈  K× R+ , i = 1, 2,… ,

m ;

其中 , N是 Ψ的单位外法向量 , gi (x , t ) ∈ C ( Ψ×

R+ ; R+ ) , i = 1, 2,… ,m .

　　本文总假定下列条件成立:

　　 ( H1)ai ( t ) ,aik ( t ) ,dk ( t ) ,e( t )∈ C (R+ ; R+ ) ,

dk ( t )≤ t ,e( t )≤ t , lim
t→∞
dk ( t ) = lim

t→∞
e( t ) = ∞ ,e( t )非

减 , i = 1, 2,… ,m ; k = 1, 2,… , s;

　　 ( H2) pi ( x ,t )∈ C ( G-; R+ ) ,p ( t ) = min
x∈ K
1≤ i≤ m

{pi (x ,

t ) } , f ij [t ,x ,uj ( x ,e( t ) ) ]∈ C ( R× G
-; R ) ,

　　当 uj≠ 0时 ,
f ij [t , x ,u j ]

uj
≥ pij (x , t ) ,其中

　　pij ( x , t )∈ C (G-; R ) , pii ( x , t ) > 0, pii ( t ) =

min
x∈ K-

{pii (x , t ) } , p-ij ( t ) = sup
x∈ K-
|pij (x , t )|,

　　q( t ) = min
1≤ i≤m

{pii ( t ) - ∑
m

j= 1, j≠ i

p
-
ij ( t ) }≥ 0, i , j = 1,

2,… ,m .

　　定义 1　 称向量函数 u( x , t ) = (u1 ( x , t ) ,u2 (x ,

t ) ,… ,um (x , t ) ) T为系统 ( 1)、 ( Bi ) ( i = 1, 2)的解 ,若

它在 G上满足系统 ( 1)及边值条件 ( Bi ) ( i = 1, 2) .

　　定义 2　称数值函数 v (x , t )在 G内振动 ,若对任

意正数 _ ,存在点 ( x0 , t0 )∈ Ψ× [_ ,∞ ) ,使得 v (x 0 ,

t0 ) = 0,否则 ,称为非振动的 ;称系统 ( 1)、 ( Bi ) ( i = 1,

2)的解 u (x , t )在 G内振动 ,若它至少有一个分量作

为数值函数是振动的 ;称系统 ( 1)、 ( Bi ) ( i= 1, 2)的解

u (x , t )在 G内非振动 , 若它的每一个分量作为数值

函数都是非振动的 .

　　引理 1
[1 ]　假设 Q ( t ) , Qi ( t )∈ C ( [t0 ,∞ ) ; R+ ) ,

i = 1, 2,… ,m ,gi ( t ) ∈ C ( [t0 ,∞ ) ; R) , gi ( t ) 非减且

gi ( t )≤ t , lim
t→∞

gi ( t ) = ∞ , i = 1, 2,… ,m ,若对某一个

i∈ { 1, 2,… ,m }有

　　 lim
t→∞

inf∫
t

g
i
( t)
Qi (s ) exp∫

s

g
i
(s)
Q(r ) drds >

1
e

,

则微分不等式 y′( t ) + Q( t ) y ( t ) + ∑
m

i= 1
Qi ( t ) y ( gi ( t ) )

≤ 0( t≥ t0 )无最终正解 .

1　边值条件 ( B1 )下系统的振动性

　　定理 1　 若

　　 lim
t→∞

inf∫
t

e(t )
q(s ) exp∫

s

e(s )
p (r ) drds >

1
e

, ( 2)

则系统 ( 1)、 ( B1 )的所有解在 G内振动 .

　　 证明 　 假设系统 ( 1)、 ( B1 )有一个非振动解

u (x , t ) = (u1 (x , t ) ,u2 (x , t ) ,… ,um (x , t ) )
T
,不妨设当

t≥ t 0≥ 0时 ,|ui (x , t )|> 0, i = 1, 2,… ,m ,令 Wi =

sgn　ui (x , t ) ,Zi (x , t ) = Wiui ( x , t ) ,则 Zi ( x , t ) > 0,

( x , t )∈ Ψ× [t0 ,∞ ) , i= 1, 2,… ,m .由条件 ( H1)知 ,

存在 t1≥ t0 ,使得 Zi (x , t ) > 0, Zi (x ,dk ( t ) ) > 0, Zj (x ,

e( t ) ) > 0, (x , t )∈ Ψ× [t1 ,∞ ) , i , j = 1, 2,… ,m ,k

= 1, 2,… , s.

　　方程 ( 1)两边关于 x在Ψ上积分 ,并利用 Green

公式、边值条件 ( B1 )及 ( H2)可得

　　
d
dt

[∫ΨZi (x , t ) dx ] = ai ( t )∫ΨΔZi (x , t )dx +

∑
s

k= 1

aik ( t )∫ΨΔZi ( x ,dk ( t ) )dx -

∫Ψpi ( x , t ) Zi (x , t )dx -

∑
m

j= 1
Wi∫Ψ f ij [t ,x ,uj (x ,e( t ) ) ]dx≤

- p ( t )∫ΨZi (x , t )dx - ∑
m

j= 1

Wi
Wj∫Ψpij ( x , t ) Zj (x ,e( t ) )dx

≤ - p ( t )∫ΨZi (x , t ) dx - pii ( t )∫ΨZi (x ,e( t ) ) dx+

∑
m

j= 1, j≠ i

p
-
ij ( t )∫ΨZj ( x ,e( t ) ) dx , t≥ t1 , i = 1, 2,… ,m.

　　上式按 i = 1, 2,… ,m垂直相加 ,并记 V ( t ) =

∑
m

i= 1
∫ΨZi (x , t ) dx , t≥ t1 ,得

　　 V′( t ) + p( t )V ( t ) + ∑
m

i= 1
[pii ( t )∫ΨZi (x ,e( t ) )dx

- ∑
m

j= 1, j≠ i

p
-
ij ( t )∫ΨZj ( x ,e( t ) ) dx ]≤ 0, t≥ t1 ,

亦即　 V′( t ) + p ( t )V ( t ) + ∑
m

i= 1

{pii ( t ) -

∑
m

j= 1, j≠ i

p
-
ji ( t ) }∫ΨZi (x ,e( t ) ) dx≤ 0, t≥ t1 .

因此　 V′( t ) + p ( t )V ( t ) + min
1≤ i≤m

{pii ( t ) -

∑
m

j= 1, j≠ i

p
-
ji ( t ) }∑

m

i= 1
∫ΨZi ( x ,e( t ) )dx≤ 0, t≥ t1 ,

即　V′( t ) + p( t )V ( t ) + q( t )V (e( t ) )≤ 0, t≥ t1 .

( 3)

　　这表明 V ( t ) > 0是微分不等式 ( 3)的解 .另一方

面 ,结合 ( 2)式 ,由引理知 ( 3)式无最终正解 ,矛盾 .定

理 1证毕 .

2　边值条件 ( B2 )下系统的振动性

　　为了讨论系统 ( 1)、 ( B2 )的振动性 , 我们在Ψ上

考虑 Dirichlet问题:

　　
Δk( x ) + λk(x ) = 0,　　 x ∈ Ψ,

k(x ) = 0,　　　　　　　 x ∈  Ψ,
( 4)

其中 ,λ是常数 .
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　　令λ0是问题 ( 4)的最小特征值 ,则据文献 [6]可

知 ,λ0 > 0,且 x∈ Ψ,其相应的特征函数O( x ) > 0.

　　定理 2　若条件 ( 2)成立 ,则系统 ( 1)、 ( B2 )的所

有解在 G内振动 .

　　 证明 　 假设系统 ( 1)、 ( B2 )有一个非振动解

u (x , t ) = (u1 (x , t ) ,u2 (x , t ) ,… ,um (x , t ) )
T
,不妨设当

t≥ t 0≥ 0时 ,|ui (x , t )|> 0, i = 1, 2,… ,m ,令 Wi =

sgn　ui ( x , t ) , Zi (x , t ) = Wiui (x , t ) ,则 Zi ( x , t ) > 0,

(x , t )∈ Ψ× [t0 , + ∞ ) , i = 1, 2,… ,m.由条件 ( H1)

知 ,存在 t1≥ t0 ,使得 Zi (x , t ) > 0,Zi (x ,dk ( t ) ) > 0,

Zj ( x ,e( t ) ) > 0, ( x , t )∈ Ψ× [t1 ,∞ ) , i , j = 1, 2,… ,

m , k = 1, 2,… , s.

　　 方程 ( 1)两边同乘以O( x ) ,并在Ψ上关于 x积

分 ,利用 Green公式、边值条件 ( B2 )及 ( H2)可得

　　
d
dt

[∫ΨZi ( x , t )O(x ) dx ] =

ai ( t )∫ΨΔZi ( x , t )O(x ) dx +

∑
s

k= 1
aik ( t )∫ΨΔZi (x ,dk ( t ) )O(x ) dx -

∫Ψpi ( x , t ) , Zi ( x , t )O(x ) dx -

∑
m

j= 1

Wi∫Ψ f i j [t , x ,u j (x ,e( t ) ) ]O(x ) dx≤

- p ( t )∫ΨZi (x , t )O( x )dx -

∑
m

j= 1

Wi
Wj∫Ψpij (x , t ) Zj (x ,e( t ) )O(x ) dx≤

- p ( t )∫ΨZi (x , t )O( x )dx -

pii ( t )∫ΨZi ( x ,e( t ) )O( x )dx + ∑
m

j= 1, j≠ i

p
-
ij ( t )∫ΨZj (x ,

e( t ) )O(x ) dx , t≥ t1 , i = 1, 2,… ,m.

　　上式按 i = 1, 2,… ,m垂直相加 ,并记 V ( t ) =

∑
m

i= 1∫KZi (x , t )O( x )dx , t≥ t1 ,类似定理 1的证明可得

　　U′( t ) + p( t )U ( t ) + q( t )U (e( t ) )≤ 0, t≥ t1 .

( 5)

　　这表明 U ( t ) > 0是微分不等式 ( 5)的解 .另一方

面 , 结合方程 ( 2) ,由引理知方程 ( 5)无最终正解 ,矛

盾 .定理 2证毕 .

3　实例

　　例 1　考虑方程组

　　

 u1 (x , t )
 t

= 2Δu1 (x , t ) + Δu1 (x , t -
3c
2

) -

　　u1 ( x , t ) - 3u1 (x , t - c) - 2u2 ( x , t - c) ,

 u2 (x , t )
 t

= 2Δu2 (x , t ) + Δu2 (x , t -
3c
2

) -

　　u2 ( x , t ) - ( - 2)u1 ( x , t - c) -

　　 3u2 ( x , t - c) ,

　　 ( x , t )∈ ( 0,c)× [0,∞ ) , ( 6)

边值条件为

　　
 
 xui ( 0, t ) =

 
 xui (c, t ) = 0, t≥ 0, i = 1, 2. ( 7)

　　不难验证本题满足定理 1的全部条件 ,所以系统

( 6)、 ( 7)的所有解在 ( 0,c)× [0,∞ )上振动 .事实

上 ,u1 (x , t ) = cosx sint ,u2 ( x , t ) = cosx cost就是这样

的一个解 .

　　例 2　考虑方程组

　　

 u1 (x , t )
 t

= 3Δu1 (x , t ) + Δu1 (x , t -
3c
2

) -

　　u1 ( x , t ) - 4u1 (x , t - c) -

　　 (- 2)u2 (x , t - c) ,

 u2 (x , t )
 t

= 2Δu2 (x , t ) + Δu2 (x , t - 3c
2

) -

　　u2 ( x , t ) - 2u1 (x , t - c) - 3u2 ( x , t - c) ,

　　 ( x , t )∈ ( 0,c)× [0,∞ ) , ( 8)

边值条件为

　　ui ( 0, t ) = ui (c, t ) = 0, t≥ 0, i = 1, 2. ( 9)

　　容易验证本例满足定理 2的全部条件 ,因此 ,系

统 ( 8)、 ( 9)的所有解在 ( x , t )× [0,∞ )上振动 .事实

上 ,u1 (x , t ) = sinx cost ,u2 ( x , t ) = sinx sint即是这样

的一个解 .
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