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摘要:基于标准 Wolfe线搜索条件 ,提出一种新的线搜索: Tk满足

　　 f ( xk + Tk dk ) - f ( xk ) ≤ max {WTkgT
k dk , - VT2

k dk 2 }　和　g ( xk + Tkdk )T dk ≥ max {egT
k dk , - 2eTk dk 2 } ,

并在此基础上给出了一种新的非线性共轭梯度算法及其全局收敛性定理 .
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Abstract: A new line search based on the standard Wolfe line sea rch conditionsαk sati sfing

　　 f (xk+ Tkdk ) - f (xk ) ≤ max {WTkg
T
k dk , - VT2

k dk 2 }　 and　 g (xk+ Tkdk ) Tdk≥ max {egT
k dk ,

- 2eTk dk 
2
} , w as present in this paper, and the global convergence of a new class of nonlinear

conjugate gradient methods wi th the new line search w as giv en.
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　　考虑无约束优化问题

　　 min
x∈ Rn

f ( x ) , ( 1)

其中 , f Rn → R
1连续可微 ,其梯度向量记为 g.求解

的有效方法是非线性共轭梯度方法 ,其迭代公式为:

　　 xk+ 1 = xk+ Tkdk , ( 2)

　　dk =
- gk ,　　　　　　 k = 1,

- gk + Uk - 1dk- 1 ,　 k≥ 2,
( 3)

其中 ,Tk为步长因子 ;Uk为参数 .关于Uk计算公式有很

多 , 其 中 较 著 名 的 有 Fletcher-Reeves( FR)
[ 1]

,

Polak-Ribiere( PR)
[2 ]
, Hestenes-Stiefel( HS)

[3 ]
,

Conjugate-Decent ( CD)
[4 ]
公式 .文献 [5]提出了一种

新的Uk计算公式 ,即

　　U
DY
k =  gk+ 1 

2
/ d

T
k yk , ( 4)

并证明了这类共轭梯度法在标准 Wolf线搜索下的全

局收敛性 .文献 [6]减弱了搜索条件而得到一种新的

DY共轭梯度法 ,并证明了算法的全局收敛性 .文献

[7]给出了一种新的线搜索 ,并证明了一般共轭梯度

法的全局收敛性 .本文结合文献 [6～ 8]提出了一种

新的线搜索 ,并在此基础上给出了一种新的非线性共

轭梯度算法及其全局收敛性定理 .

1　非线性共轭梯度算法

　　标准 Wolf线搜索条件为:

　　 f (xk + Tkdk ) - f (xk ) ≤ WTkg
T
k dk , ( 5)

　　 g( xk + Tkdk )
T
dk ≥ eg

T
k dk , ( 6)

其中 , 0 < W< e< 1.文献 [5 ]证明了 DY共轭梯度法

在标准 Wolfe条件下的全局收敛性 .

　　本文基于标准 Wolfe线搜索条件 ,结合文献 [6～

8 ]提出一种新的线搜索: Tk满足

　　 f (xk + Tkdk ) - f (xk ) ≤ max {WTkg
T
k dk ,

- VT
2
k dk 

2
} , ( 7)

　　 g( xk + Tkdk ) T dk ≥ max {egT
k dk , - 2eTk dk 2 } ,

( 8)

其中 , 0 < W< e< 1, 0 < V< 1.

　　新的线搜索条件 ( 7) , ( 8)与标准 Wolfe线搜索条

件 ( 5) , ( 6)相比可知: ( 7)较 ( 5)能保证 f ( x )下降的

更大 , ( 8)较 ( 6)更能防止步长过小 ,因而保证目标函

数的足够下降 .所以新的线搜索 (Tk满足 ( 7) , ( 8) )比
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标准 Wolfe线搜索 (Tk 满足 ( 5) , ( 6) )以及文献 [6, 7 ]

中的线搜索都要好 .

　　根据新的线搜索条件 ,我们提出如下的新算法:

　　步骤 1:取 x 1∈ R
n
,d1 = - g1 ,k = 1.若 g1 = 0,

则停 ;

　　步骤 2: 计算Tk > 0,满足条件 ( 7) , ( 8) ;

　　步骤 3: 令 xk+ 1 = xk + Tkdk .若 gk+ 1 = 0,则停 ;

　　 步骤 4: 计算 UDY
k =  gk+ 1 2 /dT

k yk ,由 ( 3)式得

dk+ 1 ,k = k+ 1.转步骤 2.

　　由 ( 3)和 ( 4)式可以得到

　　g
T
k+ 1dk+ 1 = g

T
k+ 1 (- gk+ 1 + UDY

k dk ) =

 gk+ 1 2 - d
T
k yk + g

T
k+ 1dk

d
T
k yk

=
 gk+ 1 

2

d
T
k yk

g
T
k dk =

UDY
k g

T
k dk ,

从而得到等价形式的公式

　　UDY
k =

g
T
k+ 1dk+ 1

g
T
k dk

. ( 9)

2　相关引理

　　为了文后证明的方便 ,本文总假设目标函数满

足以下假设:

　　假设 1　 ( H1 ) f ( x )在水平集 L0 = {x|f (x ) ≤

f (x 0 ) }有界 ;

　　　 ( H2 )在 L的一个邻域 N内 , f连续可微 ,且其

梯度向量 g满足 Lipschitz条件 ,即存在常数 L > 0使

得

　　 g (x ) - g ( y ) ≤ L x - y , x , y∈ N .

( 10)

　　 引理 1　 假设条件 ( H1 ) , ( H2 )成立 ,考虑方法

( 2) , ( 3) ,步长因子 Tk由线搜索 ( 7) , ( 8)确定 ,则或者

gk = 0对某 k成立 ,或者

　　g
T
k dk < 0, ( 11)

对任意的 k≥ 1成立 .

　　证明　假设对于所有的 k≥ 1,均有

　　 gk > 0, ( 12)

对 ( 3)式两边与 gk+ 1作内积 ,并利用 ( 4)式得

　　g
T
k+ 1dk+ 1 = -  gk+ 1 

2
+

 gk+ 1 2

d
T
k yk

g
T
k+ 1dk =

 gk+ 1 2 (- 1+
g
T
k+ 1dk

d
T
k yk

) =  gk+ 1 2 g
T
k dk

d
T
k yk

, ( 13)

因为 d1 = - g1 ,显然 ( 11)式对 k = 1成立 .假设 k时 ,

g
T
k dk < 0成立 ,由 ( 8)式知

　　d
T
k yk = d

T
k ( gk+ 1 - gk ) ≥ egT

k dk - g
T
k dk =

- ( 1 - e)gT
k dk > 0.

　　从而由 ( 12) , ( 13)式以及假设 g
T
k dk < 0,利用数

学归纳法可得 g
T
k+ 1dk+ 1 < 0.综上所述 , gT

k dk < 0对任

意的 k≥ 1成立 .

　　 引理 2　 假设条件 ( H1 ) , ( H2 )成立 ,考虑方法

( 2) , ( 3)式 ,步长因子Tk由线搜索 ( 7) , ( 8)确定 ,则

　　∑
k≥ 1

( g
T
k dk )

2

 dk 2 < ∞ . ( 14)

　　证明　由引理 1和假设 ( H1 ) ,可知 { f (xk ) }为单

调下降有界数列 ,即 { f (xk ) }为收敛数列 .由 ( 8)式可

得

　　d
T
k (gk+ 1 - gk ) ≥ (e- 1) g

T
k dk , ( 15)

由假设 ( H2 )得

　　d
T
k (gk+ 1 - gk ) ≤ LTk dk 

2
, ( 16)

所以由 ( 15) , ( 16)式得

　　Tk ≥
e- 1

L

g
T
k dk

 dk 
2 ,

再由 ( 7)式可知 ,若WTkg
T
k dk < - VT

2
k dk 

2
,则有

　　 f k - f k+ 1 ≥ c1
(gkdk )

2

 dk 2 ,c1 = V
( 1 - e) 2

L
2 , ( 17)

否则 ,有

　　 f k - f k+ 1 ≥ c2
(gkdk ) 2

 dk 
2 ,c2 = W( 1 - e)

L
. ( 18)

　　令 c= min{c1 ,c2} ,则由 ( 17) , ( 18)式得

　　 f k - f k+ 1 ≥ c
( gTk dk ) 2

 dk 
2 , ( 19)

由 { f ( xk ) }的收敛性和 ( 19)式得

　　∑
k≥ 1

( gTk dk ) 2

 dk 
2 < ∞ .

　　引理得证 .

3　全局收敛性

　　 定理 1　 假设条件 ( H1 ) , ( H2 )成立 ,考虑方法

( 2) , ( 3) ,步长因子Tk由线搜索 ( 7) , ( 8)确定 ,则算法

或者终止于稳定点或者

　　 lim
k→∞

inf gk = 0.

　　证明　若定理不成立 ,则存在V-> 0,使

　　 gk ≥ V-, k≥ 1, ( 20)

将 ( 3)式写成如下形式

　　dk+ 1 + gk+ 1 = Ukdk , ( 21)

对 ( 21)式两边平方 ,得

　　 dk+ 1 2 = U2
k dk 2 - 2gT

k+ 1dk+ 1 -  gk+ 1 2 , ( 22)

对 ( 22)式两端同除以 ( gT
k+ 1dk+ 1 ) 2 , 并利用 ( 4)式 ,得

(下转第 287页 Continue on page 287)　　
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E (∑
n

j= 1

[ I(
|X j|

j
> m ) - P(

|X j|
j

> m ) ] ) 2P( max
1≤ i≤n

|X i|
i

> m )

≤
1
2∑

n

j= 1
P (

|X j|
j

> m )  2cP ( max
1≤ i≤ n

|X i|
i

> m ) ≤

1
4∑

n

j= 1

P (
|X j|

j
> m ) + cp( max

1≤ i≤ n

|X i|
i

> m ) .

　　由上式及 ( 2. 9)、 ( 2. 10)式有

　　
3
4∑

n

j= 1
P (

|X j|
j

> m ) ≤ ( 1+ c )P ( max
1≤ i≤ n

|X i|
i

>

m ) + ∑
n

j= 1
P(

|X j|
j

> m )P ( max
1≤i≤ n

|X i|
i

> m ) . ( 2. 11)

　　由 E sup
n≥ 1

|
Sn
n

|< ∞ ,有 E sup
n≥ 1

|
Xn

n
|< ∞ .故当 m

→ ∞时 ,

　　P ( max
1≤ i≤ n

|X i|
i

> m ) ≤ P( sup
i≥ 1

|X i|
i

> m ) → 0,

所以当 m足够大时有 P ( max
1≤ i≤n

|X i|
i

> m ) ≤ 1 /4,再结

合 ( 2. 11)式当 m足够大时有

　　∑
n

j= 1

P (
|X j|

j
> m )≤ 2( 1+ c) P( max

1≤ i≤n

|X i|
i

> m ) ,

令 n→ ∞有

　　∑
∞

j= 1
P(

|X j|
j

> m ) ≤ 2( 1+ c) P( sup
i≥ 1

|X i|
i

> m ) ,

从而

　　∑
∞

m= 1
∑

∞

j= 1

P (
|X j|

j
> m ) ≤ 2( 1+

c)∑
∞

m= 1

P ( sup
i≥ 1

|X i|
i

> m ) ≤ 2(c+ 1) ( 1+

E sup
n≥ 1

|
Xn

n
|) < ∞ .

　　而由引理知上式正好与 E|X|log+ |X|< ∞是

等价的 .故而推论得证 .
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 dk+ 1 2

(gT
k+ 1dk+ 1 ) 2

=
 dk 2

( gTk dk ) 2
-

2
g
T
k+ 1dk+ 1

-

 gk+ 1 
2

(gT
k+ 1dk+ 1 ) 2

=
 dk 

2

(gT
k dk ) 2

- (
1

 gk+ 1 
+

 gk+ 1 
g
T
k+ 1dk+ 1

) 2+

1
 gk+ 1 2 ≤

 dk 2

(gT
k dk ) 2

+
1

 gk+ 1 2 .

　　又因为
 d1 2

(g
T
1 d1 )

2 =
1

 g1 
2 ,所以

　　
 dk 2

(gT
k dk ) 2

≤ ∑
k

i= 1

1
 g i 2 , ( 23)

由 ( 20) , ( 23)式可得

　　
 dk 

2

(gT
k dk ) 2

≤
k

V-2
,

从而有∑
k≥ 1

(gT
k dk ) 2

 dk 
2 = ∞ ,这与引理 2矛盾 .定理得证 .
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