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 Ramsey 数 足（3 ，口）的已知结果和本文的新

  

下界

      

经典 Ramsey 数的计算是组合数学 中非常困难

  

的问题.1955 年 ，R.E ． Greenwood 与 A ． M ． Gleason[1]

  

在确定 Ramsey 数 R(3 ，3) 一 6 ，R(3 ，4) 一 9 ，尺(3 ，5)

 

 -
 14， R(4 ，4) 一 18 ， R(3 ，3 ，3) 一 17 的时候 ，首先用

  

循环图计算它们的下界 ，再用递推不等式证明其上

  

界 ，从而得到历史上第一批 Ramsey 数的准确值 ， 后

  

世的学者沿用这种方法 ，得到一些新的成果 ． 动态综

  

述论文‘2  3记录了迄今 已知 的一些 Ramsey 数的准确

  

值或上下界 ．

      

我们在文献[3～ 11]中利用素数阶循环图研究经 ．

  

典 Ramsey 数的下界 ． 本文借鉴这些论文的经验 ，发
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现了前人尚未使用过的新方法—— 自同构循环图的

  

方法 ， 得到一些新的成果 ．

      

定理 1

  

尺(3 ，35) ≥ 226 ，R(3 ，37) ≥ 241 ，R(3 ，

 

 38) ≥ 246,R(3,40) ≥ 261,R(3,43) ≥ 281,R(3,

 

 44) ≥ 293 ．

 

 2

  

自同构循环图的基本性质

      

给定整数 聍 ≥ 8 ，令 ，行 一
i

． 对于整数 s<t ，

  

记[s，￡] 一 {s，s+l ，
…

，f} ，约定 ， 当 ，2 是奇数时 Z 。
一

 

 [一 ，咒 ，柳] ， 当 以 是偶数时 Z
，．
一 [1  -

，” ，，朋]．

      

以下除非特别说明 ，所有模 以 整数的运算结果都

  

理解为模 ” 后属于 Z 。 ，并用通常的等号
“ 一 ”

表示
“

模

  

卿 相等
”

．

      

定义 l

  

对于集合 5 一 [1，m] 的一个 2 部分拆

 

 5— siU  S2，记 A
，
一 {i1  111∈ 5 ，} ，设 n 阶完全图 K 。

  

的顶点集 V=Z 。 ，边集 E 是 Z 。 的所有 2 元子集的集

  

且有分拆 E — E ， U  Ez，其中

     

 E
，
一 {{z ，y ）l{z ．y ）∈ E 且 z —

y ∈ 以，}，i=l ，

 

 2．
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把 E ， 中的边叫做 A ．色边 ，记 K 。 中 A ，色边导出的子图

  

为 G 。 (A ，) ，其团数记为 [G 。 (A ，)]，这里 i-l ，2 ． 于是

  

我们按照参数集合 A ．或 A2 （即 5 ，或 S2 ）把 K 。 的边 2 一

  

染色 ，得到素数阶循环图 G 。 (A ．) ． 称 G 。 (A ．) 是由参数

  

集 5 ， 生成的，

      

根据 Ramsey 定理 ，显然有

      

引理 l 设 G 。 (A ，) 的团数为 五， ，i-l ， 2 ．则 R （是．

 

 +l ，点2+1 ）≥ n+1 ．

      

引理 2

  

设 忌∈ Z 。 且（志，以）-1 ．则 Z 。 到自身的

  

变换 厂：zl一 ki 是 G 。 (A ，) 的同构变换 ，

      

证明

  

对于任意 z ，y ∈ Z 。 ，注意到（k ，n ）-1 便

  

有

     

 z  -j，(mod  n)<~kr 三 ky （mod 挖），

     

 r-j ，∈ Ai<-i厂(z)- ／
’

(y) 一 kr  -
 ky ∈ Ai

      

因此厂是顶点集 y 的 1-1 变换 ，并且 厂把 A ， 色

  

边变换成 A ，

’

色边 ， 这里 A ，

’ 一 <krlx ∈ A ，）． 因此厂把

  

循环图 G 。 (A ．) 变换成另一个循环图 G ，，(A ，

‘

) ，此时参

  

数集 5 ． 变换成 5 ．

’

，这里 5 ，

’ 一 {lkr 『IT ∈ 5 ，）．

      

注意到变换 厂使循环图 G 。 (A ．

’

)-C 。 (A ，) 的特

  

殊情形 ，我们有

      

定义 2

  

对于参数集 5 ． ，如果存在 志∈ Z
。 且 (壶，

  

，z) 一 1 使 kA ， =A ， ，那么就把 Z ，． 到 自身的变换 厂：z  l

  

一 kr 称为 G 。 (A ，) 的自同构变换 ，G 。 （以．）称为自同构

  

循环图 ，志称为 自同构循环图 G 。 (A ，) 的特别元 ，简称

  

为 村 的特别元 ． S ，称为图 G 。 ( A,)的 自同构参数集 ，志也

  

称为 5 ． 或 A ， 的特别元 ，

      

令 k- ± 1 ．则对于任意参数集 5 ． 作成的循环图

 

 G
。 (A ，) ，都有 kA ， -A ．，因此 G 。 (A ，) 是 自同构循环图 ，

  

称这样的自同构循环图为平凡的 ，称 k- ± 1 为平凡

  

的特别元 ， 注意到特别元 是与 -k 对于定义式 kA ，
一

 

 A． 是等效的 ， 因此约定 ， 以下所说的 自同构循环图都

  

是非平凡的 ，并且 咒 的非平凡的特别元 志∈ [2 ，优]．

      

设 l kal≠ 口 ，则由引理 2 得 以 ∈ A ．㈢正。 ∈ A ，㈢k2a

  

∈ A
．e4k3a ∈ A ，甘k4a ∈ A ，∞…

，它们都是 A ， 的元 ． 注

  

意到 A ． 是有限集 ， 因此存在最小的正整数 s 使 ksa 一

  

改 ， 即得 Ai 的 s 阶子集 盘（五）一 {口 ，k ，
…

，ks-1d} ，这有点

  

类似于素数阶循环图中 日 与循环群（志）的一个陪集 ．

  

称 走为 胛 的 s 阶特别元 ，
一个特殊的情形是a(k)E{ 口 ，

‘

 

 - “ }， 即 ka  -
以 或 ka  --a ，此时就称 口 是 f 的不变

  

元 ，简称不变元 ． 根据上述讨论 ，容易得到

      

引理 3  5， 是 自同构参数集 铮 存在 s 阶特别元

 

 k，使得对于任意 a ∈ 5 ，，都有 a （k ）={ 以 ，ka ，
…

，k'- 以）

 

 CA ， ．

      

引理 4 “ 是不变元错订 -O(mod
石 k冬1 万

) 或
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自同构参数集的制作方法

      

给定整数 n ≥ 8 ，设整数 k ∈ [2 ，m] ，5 ≥ 2 满足

    

条件

      

（点，行）=1 并且 ∥ 三 l(mod  n)．

   

 (1)

    

记

      

乜
‘

（是）={  lk}-1alll≤ _『≤ s ）．

   

 (2)

      

由上述讨论容易证明

      

引理 5  5， 是以 志为 s 阶特别元的自同构参数集

    

的充要条件是

     

 S， -{ 若干个 日
。

（志））U{ 若干个不变元）．

      

引理 5 提供了制作自同构参数集的方法 ，其中特

    

别元 志具有关键性的作用 ， 以下对于某些特定类型的

    

挖 ，给出其特别元的一些计算方法 ．

      

例 l

  

设 玎 一 4h ，5 — 2 ． 则 k=  2h  -1 满足 (1)

    

式 ，于是 k=  2h  -1 可作为州拘- 个 2 阶特别元 ， 易知

    

当 “ 为奇数时 以
‘

（点）一 {n ， 2h  -  a}.当 口 为偶数时

    

盘
’

（走）一 {n} ． 因此根据引理 5 易知参数集 S ， 由若干

    

个奇数对 {口 ．2h  -
改）与若干个偶数构成 ，

      

例 2

  

设 ，2 — 9h ，s-3 ． 则 志一 3h  -1 满足 (1)

    

式 ，于是 志一 3h  -1 可作为 押 的一个 3 阶特别元 ， 易知

    

当 “ -  O(mod  3)时 口
’

（志）={ 口 }． 因此根据引理 5 易

    

知参数集 S ． 由若干个三元数组 {1 ， IkaI， Ikzal}与若

    

干个 3t 型整数构成 ．

      

例 3

  

设 ，2
 -  bc． (6 ，f)-1 且 6  I(f+2) ． 令 k-

   

 c+l ，则当（” ，是）一 1 时 是可作为 竹 的一个 2 阶特别

    

元 ． 易知当 a-  O(mod  6)时 口
‘

（愚）={ 口）． 因此根据引

    

理 5 易知参数集 S ， 由若干个二元数对 {1 ， I kaI）与若

    

干个 抚 型整数构成 ．

      

上述各例都很容易得到自同构参数集 S ．．

      

例 4

  

设 户是奇素数 ，则当n=  2p+1 也是素数

    

时 ，据 Fermat 小定理 ，对于任意志∈ [2，p] 都有 k2p
 -

   

 1（mod 行）， 由此易知特别元 志是 户阶的 ，并且 a(k)=

   

 [1， ，，z]一 5 ． 据定义 1 与引理 5 易知定义 2 所说的 自同

    

构循环图不存在 ．

  

．

    

综上可知 ，当 n 不是素数时往往都很容易找到参

    

数集构造 自同构循环图 ，但有些素数 户的 自同构循环

    

图不存在 ． 可见一般阶的自同构循环图与素数阶循环

    

图各有所长 ．

   

 4

  

自同构循环图 G 。 (Ai) 团数的计算

      

在构造了 自同构循环图 G 。 (A ，) 之后 ，计算其团

    

数便是重要的一环 ．
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定义 3

  

在 G 。 (A ，) 中 ，如果存在自同构变换厂使

  

厂(a)  -b ，就称 口 与 6 等价 ． 与 口 等价的元做成一个等

  

价类 ，记为 <a> ，称 以 为 <a> 的代表元 ，

      

按等价关系可以把 Ai 分拆成若干个等价类 ． 注

  

意到 A ，
一 {l-llxl∈ S ，}， 由定义 2 与定义 3 容易得到

      

引理 6

  

设志是 s 阶特别元 ，则对于 口 ∈ A ． ，
一般

  

地有 2s 阶等价类

     

 < 以 > 一 {口 ， -n ，ka ，
-  ka，

…
，志

’一 1
口 ，

-  ks-la）．

  

除非其中有若干个元相等 ， <a> 才会退化为低于

 

 2s阶的等价类 ． 特别地 ，当 口 是不变元时 ，如果 口 ≠一

  

口 则 < 口 > 一 {口 ，
-

盘），否则 < 口 > 一 {口 }．

      

注 意 到 图 G 。 (Ai) 是顶 点 可 迁 的 ， 由此易 知

 

 G。 (A ．) 的团数等于 G 。 (A ．) 中含顶点 0 的团的最大阶．

  

因此只须考察含顶点 O 的团 ． 根据定义 1 知这样的团

  

的其他非零顶点是集合 A ， 的元 ， 故有

      

引理 7

  

记图 G 。 (A ，) 中顶点集为 A ， 的导出子图

  

为 G 。[A:]，其团数为[A:]，则有[G 。 (A ，)]=[Ai]+1 ．

      

于是求 G6(A ，) 的团数就转化为求 G 。[Ai] 的团

  

数 ， 为了求得[A:]，引进 A ． 的一个全序．

      

定义 4

  

设 z ∈ 5 ，，记

     

 di(r) 一 I{y ∈ Ai:x  -y ∈ A,}1.

  

在 A ． 上的序 < 规定如下 ：

     

 (1)。 l
， 中的子集 < 口 > 一 {娌 ， -a ，ka ，

-  k口 ，
…

，

 

 ks-1以 ，
- 壶

一 1
口 }对于序 < 构成区间 ，并且 a< 一

口 <

 

 ka< 一 ka< … <k'-1a< 一 ∥
一 1

以．

     

 (2)对于 A ． 中分属不同子集的元 z ∈<a>-

 

 {口 ， -a ，ka ，
-  ka，

…
，ks-1日 ，

-  ks-1a）和 ．y ∈ <b>=

 

 {6， -b ，kb ，
-  kb，

…
，ks-lb ，

- ∥_16} ，规定 z<y 当

  

且仅当 d ，（口）<d ，(b) ，或者当 dj（以）-d ，(b) 时 口 <6 ．

      

注意到 ，A ． 的子集 {n ， -a ，ka ，
-  ka，

…
，k'-1n ，

 

 -  ks-la）中至少有一个元属于 Si9并且

     

 y ∈ A ，，y-a ∈ A ． < 一 > 一
y ∈ Aj ，

-  y+a ∈

 

 A．．

  

故有 d ，（口）-d ．（-a ），由此易知序是明确定义的 ，并

  

且 (A ，， <) 是全序集 ． r<y 称为 z 前于 y 或 y 后于 x ．

      

引理 8

  

记全序集 (A ． ， <) 中所有等价类的代

  

表元的集合为 M. 如果对于任意 z ∈ M ，恒有 d ，(z)

 

 -0 ，那么[A ，]=1 ．

      

．

  

‘

      

证明

  

否则 ，设对于任意 z ∈ M ，恒有 d ，(z) 一

 

 0，且有[A ．]≥ 2 ，则[G 。(A)] ≥ 3 ，在图 G 。 (Ai) 中有 3

  

阶团{0 ，z ，y} ，其中 z ，y ∈ A ， 且 r-y ∈ A ，，

      

有如下情形 ．

      

如果 z 或 y ∈ M ，就有 d ，(z) ≥ 1 或 di(y) ≥ 1 ，

  

与已知条件矛盾 ．

      

如果 -z 与 -y ∈ M ，则由引理 2 知 {0 ，
一 z ，
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 -y ）也是图 G 。 (Ai) 的 3 阶团 ，就有 d ．(-  x) ≥ 1 ，与

  

已知条件矛盾 ．

      

定义 5

  

在全序集 (Ai ， <) 上的长为 t(t≥ 1) 的

  

链 z 。 <z ． < … <z ，称为起点为 x0 的长为 f 的 A ． 色

  

的链 ，如果对于 0 ≤ h<j ≤ ￡有 Xh
 -

‘ ∈ A ．， 起点

  

是 z 。 的链的最大长记为 ‘(lo). 如果起点是 z 。 的长为

  

￡≥ 1 的链不存在 ，就令 ti(Z-0) -0 ．

      

引理 9

  

 [Ai]一 1+max{ti(a):a ∈ M} ．

      

证明

  

设[A] 一 1 ，即对于任意 a ∈ M 与 y ∈

 

 Ai，恒有 y-a 每 Ai ，根据定义 5 有 o （口）-0 ． 此时就

  

有 max{o （口）：口 ∈ M ）=0 ，引理 9 成立 ，

      

以下考察[A ，] 一 1+ ￡(￡≥ 1) 的情形 ．

      

据定义 4 可知链 xo<z ． < … <rt 的 t+l 个

  

元构成 G 。[A ．] 的一个团 ，即得[A ，]≥ 1+max{  e:(a)：

  

口 ∈ S ）． 以下再证[A ．]≤ 1+max{ti(a) ：口 ∈ M ）．

      

设[A ，] 一 1+f ≥ 2 ． 则 G 。[A ，] 中有 t+l 个顶

  

点按 < 排序后得 (Ai ， <) 上的长为 ￡的链 ，再在 (Ai ，

 

 <) 上所有长为 f 的链中取起点按 < 来说最前面的一

  

条 ，记为 z 。 <z ，< … < 五 ，我们断言一定有 ro ∈ M ．

      

假若不然 ， 即 z 。 所在的等价类中有另一个元为

  

代表元 ，不妨设 kxo ∈ M. 作 Z ，，到 自身的变换厂：rl一

 

 kx ， 由引理 2 知这是 G 。 (S ．) 的同构变换 ， 从而也是

 

 G。[A ，] 的同构变换 ，它把 G 。[A ，] 中 t+l 个顶点的团

 

 {z。，zl ，
…

，五）变成另一个团 {kro ， 志z ．，
…

，忌而）． 根据

  

定义 6 可知 ，这 t+1 个元 志z 。，志z ．，
…

，kr 在 (A ．， <)

  

上构成长为 ￡的链 ， 由定义 5 所规定的全序集 (A ， ， <)

  

的排序方式可知这条链可表示为 走z 。 < 是z ． < … <

 

 kz，，其起点 kzo<xo ． 因此原来给定的链 z 。 <T ．< …

 

 <  xt不是
“

起点按 < 来说最前
”
的一条 ，矛盾 ． 于是断

  

言 ro ∈ M 为真 ， 从而有 [A ．] ≤ 1+max{o （口）：口 ∈

 

 M)． 引理 9 得证 ，

      

引理 9 表明 ，为了计算 G 。[A ，] 的团数 ，只须寻求

  

以 口 ∈ M 为起点的链就可以了 ， 注意到大多数等价类

  

都是 2s 元子集 ，根据引理 9 ，不必计算非代表元为起

  

点的链 ，因此工作量可减少为原来的 2s 分之一
．

      

此外 ，根据定义 4 的 (A ．， <) 的排序方式是
“

按

  

顶点的度数小者优先
”
的原则 ，这样又能够把运算效

  

率提高若干倍 ． 综合起来 ，就会使下述方法在计算团

  

数时 ，其运算效率可以提高数十倍 ．

 

 5

  

用 自同构循环图计算 Ramsey 数下界的计

  

算方法

      

根据上述理论 ，我们有

      

算法 1

  

用 自同构循环图计算 Ramsey 数下界的

  

计算方法 ．
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步骤 1 ：给定整数 以 ≥ 8 ，特别元点，以及集合 S-

 

 [1，m] 的一个 2 部分拆 S-S ． us ”其中 m 一 号，

 

 S．与 S2 是 自同构参数集 ． 令 i-l ．

      

步骤 2 ：作集合 A ．
一 {z ： Ill ∈ S ，} ，令[A ，]=1 ．

      

步骤 3 ：根据引理 6 把 A ， 分拆成若干个等价类 ，

      

步骤 4 ：对于任意 n ∈ M ，计算 d ．（口）一 l{y∈ A
， ：

 

 a-y ∈ A ．}． 如果对于任意 n ∈ M ，恒有 d ，（口）-0 ，

  

转到步骤 8 ．

      

步骤 5 ：按定义 4 作全序集 (A ， ， <) ，其中所有等

  

价类的代表元的集合记为 M. 设 h-  IS， I． 令 j-1 ．

      

步骤 6 ：计算以 - ∈ M 为起点的 A ． 色的链 ． 如果

 

 t(T，) ≥ [A ．]，令[A ．] 一 ‘(■ )+1 ，并打印这条 A ， 色

  

的链 ，

      

步骤 7 ：令 j=  j+l ，如果 j<h ，转到步骤 6 ．

      

步骤 8 ：令 志．
=  [A，]+1 ，i — i+1 ． 如果 1-2 ，

  

转到步骤 2 ．

      

步骤 9 ：打印 R(k,  +-1 ，k2  +1) ≥ 以 +1 ．

      

步骤 10: 运算结束 ．

      

在算法 1 中 ，步骤 6 与步骤 7 实际上是用 回溯法

  

计算最长的 A ． 色的链 ，其中最后打印出来的 ，就是按

  

序 < 排列在最前面的（第一条）长度为 t(z ，) 一 [A ，]

  

— 1 的 以． 色的链 ．

      

例 5

  

令 咒 -  35，志一 11 ． 注意到 k3
 -

 l(mod ，2) ，

  

故 11 是 35 的 3 阶特别元 ． 令 Sl 一 cii)U{7) 一 {1 ，

 

 7， 11 ，16} ，根据引理 5 知 S ，是 自同构参数集 ．G35(A ，)

  

是 自同构循环图 ．

      

容易证明 G35  (Ai) 的团数[G 。。(A ，)] 一 2 ．

      

为了计算 G 。。(A2) 的团数 ，根据引理 6 把 Az 分拆

  

成下述 5 个等价类 ：

     

 <2>={2.-2,-  13,13 ．
— 3,3},

     

 <4> 一 {4 ，
一 4 ， 9 ，

一 9 ， -6 ， 6} ，

     

 <5> 一 {5,-5,-  15,15,10,-  10},

     

 <14> 一 {14 ，
-  14），

     

 <8> 一 {8,-8,-  17,17.-  12,12 ）．

      

按定义 4 作全序集 (Az ， <) ，得所有等价类的代

  

表元的集合为 M  -{2 ，4 ，5 ，8 ，14} ． 计算以 z ∈ M 为

  

起点的 A 。 色的链 ，得到第一条长为 6 的 Az 色链

     

 2< 一 2<4< 一 4< 一 6<6<8 ．

    

‘

      

此后没有更长的 A2 色链 ，根据引理 9 有EA2]=

 

 1+  max{  t,(a)：n ∈ Ml  -7 ． 根据引理 9 有[G3-5 (A2)]

  

一 [A 。]+1 — 8 ． 根据引理 1 有 尺(3 ，9) ≥ 36 ．

      

根据文献[2] 知 R(3 ，9) 一 36 ． 因此上述结论给

  

出的是 R(3 ，9) 的下确界 ，

      

例 6

  

令 咒
-

 45，五一 19 ． 注意到 kz 三 1  (mod 卵 ) ，
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故 19 是 45 的 2 阶特别元 ， 令 5 ，
一 (19)U  3(19)U

 

 {5)一 {1 ，3 ，5 ，12 ，19 ），根据引理 5 知 S ，是 自同构参

  

数集 ，G35  (A．) 是 自同构循环图 ．

      

容易证明 C45(A1) 的团数[G 。。(A ．)] 一 2 ．

      

为了计算 G45(A2) 的团数 ，根据引理 6 ，把 A2 分

  

拆成下述 11 个等价类 ：

     

 <8> 一 {8 ， -8 ， 17 ，
-  17}，

 

 <  10  >-

 

 <  13  >-

 

 <  9>-

 

 <  18 >-

 

 <  20  >-

 

 0,

 

 1,

 

 3,

 

 {6， 一

 

 {9， 一

 

 -  10},

 

 -  11,  -  16,16},

 

 -  13,22,  -  22},

 

 6,  -  21,21},

 

 9},

 

 15．
-  15

 

 18,  -  18

 

 20，
-  20

     

 <4>={4 ， -4 ，
-  14，14l ，

     

 <2> 一 {2 ，
一 2 ，

一 7 ，7} ．

      

按定义 4 作全序集 (Az ， <) ，得所有等价类的代

  

表元的集合为 M  -{8 ， 10 ，11 ， 13 ，6 ，9 ， 15 ， 18 ，20 ，4 ，

 

 2}.计算以 z ∈ M 为起点的 A 。色的链 ，得到第一条长

  

为 8 的 A2 色链

     

 8<  17<10<-  10< 一 6<21<-  20<4<  -

 

 14．

      

此后没有更长的 Az 色链 ，根据引理 9 有[A ：]=

 

 1+max{c2 （口）：口 ∈ M ）-9 ． 根据引理 7 有EG45cA2)J

  

一 EA2]  +i — 10. 根据引理 1 有 尺(3 ，11) ≥ 46.

      

根据文献 [2] 可知 R(3 ，11) 的迄今最好的下界

  

是 46 ，因此 ，例 6 的结论是较强的．
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定理 l 的证明

      

为了节省篇幅 ， 以下只写出给定的 行 ，七，Sl 与 自

  

同构循环图 G 。 (A2) 中第一条长为[Az]  -1 的 A2 色

  

链 ，以及所得到的 R(3 ，g) 的下界．

     

 1)给定 n-  225 与 3 阶特别元 k-  74，参数集 Sl

  

一 {1,3,5,14  ,18  ,30,42  ,54,  61,70,74,76,80,87,

 

 89， 93 ，99} ． 根据算法 1 得到第一条长为 32 的 A2 色链

     

 8< 一 8<  83< 一 67< 一 20<109< 一 48<

 

 111<64<25<100<27< 一 104<44<

 

 -  106< 一 110<40<36< 一 65  <102<23<

 

 52< 一 33  <17<92< 一 58< 一 39< 一 77<

  

一 73<96<4-<19<75 ．

      

此后没有更长的 Az 色链 ，根据引理 9 有 EA2l=

 

 1+  max{tz(a):a ∈ M ）一 33. 根 据 引 理 7 有

 

 EG45cA2)l一 [A2]+1-  34.根据引理 1 有 R(3 ，35)

  

≥ 226 ．
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 2)给定 n-  240 与 2 阶特别元志一 119 ，参数集 Sl

  

一 {1,4  ,13,  22 ,37,48,  53,64,67,  76 ,78,83,92  ,102,

 

 107  ,110  ,119}． 根据算法 1 得到第一条长为 34 的 Az

  

色链

     

 6< 一 6< 一 21<33<51<  69<8<105<

 

 17<25  -<P  91< 一 112<40<60< 一 60<

 

 -3<49< 一 49< 一 30< 一 46<74<90<

 

 114< 一 114< 一 11<-  109<35< 一 35<79<

  

一 55< 一 65<63< 一 63< 一 80< 一 120.

      

此后没有更长的 A2 色链 ，根据引理 9 有[A 。] 一

 

 1+max{e2(a):a ∈ M ）一 35 ． 根 据 引 理 7 有

 

 [C4- (Az)]一 [A2]+1 — 36 ． 根据引理 1 有 尺(3 ，37)

  

≥ 241.

     

 3)给定 咒 -  245 与 2 阶特别元 k=  99，参数集 S ．

  

一 {1,6,20,23,  31,56,65  ,70,72,75,80,83,  91,99,

 

 104,113,116,120}. 根据算法 1 得到第一条长为 35

  

的 A2 色链

     

 4<18< 一 67< 一 28< 一 53<78< 一 88<

 

 2< 一 39<59< 一 12<7< 一 7<89< 一 14<

 

 121<43<48<45< 一 3< 一 74<29< 一 69<

 

 -  64<64< 一 110<57<114<21<119<

 

 -  85<50< 一 50< 一 55  <100< 一 66.

      

此后没有更长的 A ： 色链 ，根据引理 9 有EA2J 一

 

 1+

 

 max{c2(a) ：n ∈ MJ 一 36. 根 据 引 理 7 有

 

 [G。5(A 。)] 一 [A ：]+1 — 37 ． 根据引理 1 有 R(3,38)

  

≥ 246.

     

 4)给定 门 一 260 与 2 阶特别元志一 129 ，参数集 5 ，

  

一 {1,6  ,10,32  ,37,  41,45  ,50,62,65,70,85,  89,93,

 

 96,104,116,118,129) ． 根据算法 1 得到第一条长为

 

 37 的 A2 色链

     

 17< 一 17<123<111<29< 一 81< 一 2<

 

 36<88<9<107< 一 77< 一 63< 一 66<84<

 

 92<119<-  119<13<115<103<95<

 

 -  55< 一 42< 一 90  <128< 一 97< 一 59<64<

 

 -  38<40<44< 一 46<31< 一 51-<-  86<

 

 -  94< 一 130.

      

此后没有更长的 A2 色链 ，根据引理 9 有 [A 。] 一

 

 1

   

 +

 

 max{c2(a) ：盘 ∈ M ）一 38 ． 根 据 引 理 7 有

 

 EG45 (A2)J一 [Az]+1 — 39. 根据引理 1 有 R(3 ，40)
‘

  

≥ 261.

     

 5)给定 粗 一 280 与 2 阶特别元 矗一 139 ，参数集 Sl

  

一 {1,6,10,24,28,40,42,47,55,58,60,62,  74,  76,

 

 85,93,106,108,139} ． 根据算法 1 得到第一条长为 40

  

的 Az 色链

     

 26<126< 一 3<137<69< 一 71<128<
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 78<51<-  89< 一 120<92<96  -<13<

 

 -  127<15< 一 125<-  20<-  33<107<

 

 -  41<99<80<94<112<130<114<

 

 -  64< 一 116< 一 52< 一 86< 一 98< 一 100<

 

 -  68< 一 84< 一 18< 一 66< 一 102< 一 132<

 

 46<48.

      

此后没有更长的 A2 色链 ，根据引理 9 有 EA2J 一

 

 1+

 

 max{c2(a) ：盘 ∈ M} 一 41 ． 根 据 引 理 7 有

 

 EG45(A2)J一 [A2]  +1
 -

 42.根据引理 1 有 R(3 ，43)

  

≥ 2  81.

     

 6)给定 以 一 292 与 2 阶特别元正一 145 ，参数集 5 ．

  

一 {1,14,  30,34,40,46,50,57,62,65  ,69,72,77,  81,

 

 89,94,98,116,120,145l ． 根据算法 1 得到第一条长

  

为 41 的 Az 色链

     

 11< 一 53<-2<110<-  143<37<59<

 

 -  92< 一 24  <139  <-127< 一 121<-  41<

 

 97<91< 一 63<54<56<66< 一 131<17<

 

 43< 一 43< 一 68<78< 一 q0<142<27<

 

 117<-  111<39<107< 一 47<122<-  31<

 

 95< 一 95< 一 4< 一 12< 一 80  <134< 一 146.

      

此后没有更长的 A2 色链 ，根据引理 9 有 EA2] 一

 

 1+  max{ez(a):a ∈ Ml 一 42. 根 据 引 理 7 有

 

 [G。。(A ：)] 一 [A ：]+1 — 43 ． 根据引理 1 有 尺(3 ，44)

  

≥ 293 ．

      

我们在 CPU 为 AMD6400+ 的电脑上完成上述

  

运算所用的时间大约是 60h.
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的一个强协调标号 ． 所以房子图 H … ，。 是强协调的 ．

      

由定理 1 、 定理 2 可得如下推论 1 、推论 2 ．

      

推论 l[8]

  

塔图都是优美的 ．

   

 [2]

  

证明

  

丁。 + 。（如图 2

  

当 m-l 时的房子图 Hl.n.3变成了塔图

     

 [3]

  

所示），因此由定理 1 知塔图也是优美的 ．

  ┏━━━┳━━━┓  ┃

j彳朔

 ┃

№ ，r

 ┃  ┣━━━╋━━━┫  ┃      ┃

张邋j

 ┃  ┃      ┃

∥

    ┃  ┗━━━┻━━━┛ 

 [4]

 

 [5]

 

 [6]

 

 [7]

 

 [8]

      

图 2

  

塔图

     

 Fig.2

 

 Towe 。 graph

   

 [9]

      

推论 2[9]

  

塔图都是强协调的，

      

证明

  

当 m-l 时的房子图 HI.n.3变成了塔图

 

 71
。+ 。 ， 因此由定理 2 知塔图也是强协调的 ．
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