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摘要 ：从统计的角度出发 ，在二维 DLA 模型的基础上 ， 以正方形 四边中点作为随机粒子产生位置的聚集生长凝

  

聚集团进行研究 ，测量在不同粒子数情况下凝聚集团的平均特征长度 ，寻找平均特征长度与粒子数之间的关系 。

  

结果发现 ，平均特征长度与粒子数的双 自然对数曲线基本成直线 ，理论上由该直线的斜率可以导出凝聚集团的

  

分形维数为 1.  605 ，但是却比凝聚体的实际分维数偏小 。
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 Abstract:Beginning  with  the  point  of statistic and  basing  on  the  model  of DLA,this  paper  studies

 

 the  assemble-growth  aggregation  with  foursquare  four  sides'  midpoint  as  random  particles generate

 

 positions. Measuring  aggregation's  average  characteristic  length  for different  particle numbers  and

 

 searching  the  relation between  the average  characteristic length  and  the  particle number.  The  results

 

 find  that  the  double  logarithm  curve  of average  characteristic  length  and  particle number  is linear

 

 basically. Theoretically,we  can  deduce  the fractal dimension  of aggregation  is l.605  from  the  slope

 

 of this line,but  it is smaller  than  real fractal dimension  of aggregation.
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自 20 世纪 70 年代 Mandelbrot[ij 首先提出分形

  

概念以来 ，分形理论就一直是非线性科学研究中最活

  

跃的分支之一
。 1  981 年 Witten 和 Sanderc2] 研究悬浮

  

在溶液或大气中的煤灰烟尘和金属粉末等微粒随机

  

扩散凝聚过程时 ，提出了著名的扩散限制凝聚模型 ，

  

简称 DLA 模型 。 后来人们又利用该模型及其它相关

  

模型模拟研究自然界中大量的无规则凝聚现象 ，对分

  

形生长过程的物理机制以及影响分形生长的各种要

  

素进行了深入探讨研究 ，取得 了丰富的理论成果 ，并

  

将这些理论应用到了分形物理 、环境科学以及城市规
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划方面口~5]
。 但由于 DLA 凝聚生长处于一种非平衡

  

态和非马尔可夫过程卟]
，凝聚集团又是一种具有随机

  

性和不确定性的无规则分形 ，不容易用非平衡统计的

  

方法对其生 长过程进行完全 的解 释 ， 所 以 人们对

 

 DLA 凝聚集团的统计性质了解得并不多 。

      

本文从统计的角度出发 ，在二维 DI 。A 模型的基

  

础上 ，以正方形四边中点作为随机粒子产生位置的聚

  

集生长凝聚集团进行研究 ，测量在不同粒子数情况下

  

凝聚集团的平均特征长度 ，寻找平均特征长度与粒子

  

数之间的关系 。 结果发现平均特征长度与粒子数的双

  

自然对数曲线基本成直线 ，理论上由该直线的斜率可

  

以导出凝聚集团的分形维数为 1.  605 ，但是却比凝聚

  

体的实际分维数偏小 。
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模型与生长规则

     

 DI。A 二维模型‘2'71 的计算机模拟与生长规则基

  

本思想如下 ：

     

 (i)将二维正方形分割成许多相同小方格 ，形成

  

点阵 ，在点阵的正中心放置一个种粒子 。

     

 (ii)在以种粒子为圆心 ，半径足够大的圆周上随

  

机释放一个粒子 ，并在点阵内作无规行走 ，步距为一

  

个小方格的边长 。 如果粒子抵达种粒子（或凝聚集团

  

其它粒子）的最近邻格点 ，则停止运动并固定成为集

  

团的一个组成部分 。

     

 (iii)如果粒子行走到与种粒子距离过远时 ，取消

  

该粒子 。 重复 (ii)过程 。

     

 (iv)不断重复 (ii)、 (iii)过程 ，则可形成逐渐长大

  

的 DLA 凝聚集团 。

      

文献 [8]把 DI 。A 模型中产生粒子的圆周改为矩

  

形四边中点 ，对所形成的凝聚集团进行了研究 ，发现

  

凝聚集团与 DLA 模型结果相类似 。 我们曾经研究过

  

当晶格区域大小为 1000 个格点时 ，粒子随机运动区

  

域大小的变化对凝聚集团的影响几乎可以忽略 ， 同时

  

也研究了当产生粒子位置离种粒子距离为 1000 个格

  

点时 ，粒子源距离对凝聚集团的影响也可以消失 。 在

  

获得这些理论的基础上 ，我们考虑让粒子来源于对称

  

空间和每个粒子离种粒子的距离相等 ，且在消除晶格

  

区域和粒子源距离影响的条件下 ，选择晶格区域大小

  

为 1000 个格点 ， 产生粒子位置离种粒子 的距离为

 

 400 个格点 ，并将粒子产生位置限定于正方形 4 边的

 

 4个中点上 ，模型如图 1 所示 。 由该模型所得到的一

  

个粒子数凝聚物如图 2 所示 。

      

图 1 模型

     

 Fig． 1

 

 Model

 

 2

  

平均特征长度定义和统计量说明

      

对于文献[2 ，7]的情况 ， 由于凝聚集团具有较高
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的对称性且总体轮廓呈圆形 ，所以可用其它粒子与种

  

粒子相距最远的距离 r 表示其特征长度 ，凝聚集团的

  

生长范 围就在 以种粒子 为圆心 ，r 为半径 的欧 氏 圆

  

内 。 在图 1 模型中 ， 由于粒子来源于以种粒子为正中

  

心的正方形 4 边中点 ，凝聚集团虽然也具有对称性 ，

  

但其外部轮廓不一定呈圆形 。 为了使描述特征长度的

  

方法更为适用 ，我们将其推广为以下的描述 ：以凝聚

  

集团的种粒子为原点 ，过正方形两边中点的连线作 T

  

轴和 y 轴建立直角坐标系（图 2 ）。 将凝聚集团各粒子

  

分别向两坐标轴投影 ，其中朝各个方向的投影最大者

  

可表征凝聚集团朝该方向的特征长度 ，在图 2 中分别

  

用 ，．，、 r 。、 r3 、 r4 表示 ，然后用上述 4 个值的平均值 r-

    

∑_ 来表征凝聚集团的特征长度 。 由于聚集生长具

    

，=]

    

有随机性 ，凝聚集团的特征长度就具有不确定性 ，不

    

能表征生长的统计规律 ，为此我们进一步引入平均特

    

征长度的概念 ，将粒子数相同的多个凝聚集团的特征

    

长 度 r 进行统计平均 ，求出它们的平均值 ，并将其称

    

为凝聚集团的平均特征长度（用字母尺 表示）。 为了获

    

得足够的精确度 ，我们对 50 个凝聚集团的特征长度

    

进行统计平均 。

      

图 2 凝聚集团及特征长度

     

 Fig.2

 

 Aggregatron  and  characteristic  length

  

 3 模型的模拟结果与分析

  

．
3.1 模型的模拟结果

      

用上述的模型和选定的参数 ， 分别对粒子数 Ⅳ

    

取 100 ～ 4000 的凝聚集团进行模拟 ，并对 50 次模拟

    

结果进行统计平均求出在相同粒子数情况下凝聚集

    

团的平均特征长度 ，然后绘出平均特征长度与粒子数

    

之间的关系曲线见图 3 。 从图 3(a) 可以看出 ，凝聚集

    

团的平均特征长度随着粒子数的增加呈单调增大变

    

化 ，但随着粒子数的增加 ，增大的速度逐渐减小 。从图
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3(b) 可以看出 ，平均特征长度与粒子数的双自然对数

  

曲线基本呈直线关系 ，且该直线的斜率 足≈ 0.  623 。
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图 3 特征长度 r 与粒子数 N 的关系

     

 Fig.

 

 3

   

 Characteristic  length  of  aggregate  growth

 

 aggregatron  vs  particle number

     

 (a)特征长度随粒子数变化关系曲线 ；(b) 特征长度与粒

  

子数的双 自然对数曲线 。

     

 (a)The  curve  of characteristic  length  depending  on  particle

 

 number;  (b)  The  curve  of  double  natural  logarithan  of

 

 characteristic  length  and  particle number.

      

为方便计算 ，令 D 一 丢≈ 1.  605 。 假设粒子数为

  

Ⅳ。 时 ，凝聚集团的平均特征半径为 R 。 ，粒子数为 Ⅳ

  

时 ，凝聚集团的平均特征半径为 R ，则

     

 -  InNo

 

 D 一 丢一
R-

      

一
lnRo

。

      

由(1) 式可得

      

Ⅳ 一 （玺）RDo

   

 (2)

      

如果 Ⅳ。 取某一定值 ，则玺为一常量 ，Ⅳ 正比于

 

 RD ：N ～ RD 。

   

 (3)

  

显然 ，根据计算 DLA 模型凝聚集团分形维数的常用

  

方法 ：标度窗 口法‘9]
， 则 D 为凝聚集团的分形维数 。

 

 3.2

  

模型的比较分析

      

为了比较上述方法得到的分形维数 ， 采用 回转

  

半径法‘厶九¨3 计算该模型凝聚集团的分形维数 。 凝聚

  

集团的回转半径为

     

 388

      

尺
。
一 [专耋m(4 ，

     

 f= 【

  

其中 ri 为第 i 个粒子距凝聚集团质心的距离 ；粒子数

 

 N 与回转半径 R
， 的关系为

  

Ⅳ =  kgl凳l
 D
，

，

 

 (5)

  

其中 Df 为凝聚集团的分形维数 ，R ， 为粒子半径 （本

  

文取 Ro  =1 ），志。 为结构常数 。 由(5) 式 ，再以 InR
。 为

  

纵坐标 ，InN 为横坐标 。 分别对粒子数 Ⅳ 一 1000 、Ⅳ

 

 -
 2000 的凝聚集团分形维数进行计算 ，得到 InR

。 与

 

 InN 的曲线见图 4 ；分别随机取 50 个集团进行平均 ，

  

得到凝聚集团的分形维数均为 D ，
≈ 1.  67 。
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图 4 聚集过程中回转半径与粒子数的关系曲线

     

 Fig.4

 

 The  radius  of gyration  vs  the  number  of particles

 

 during  the growth  of aggregation

     

 (a)粒子数 Ar  -1000 ；(b) 粒子数 N=2000 。

     

 (a)Number  of particles A『=1000;  (b)Number  of particles

  

Ⅳ =2000 ．

      

该结果与 Meakin 二维 DLA 模型‘73和文献[8]的

  

结果比较接近 。 显然 ，两种方法得到的结果虽然比较

  

接近 ，但仍然存在一定差异 ，其中 D<  Dj 。

 

 4 结束语

      

分形维数是描述分形基本特征的重要参量 。 分形

  

维数的细微差别 ，都可能意味着分形特征的重大差
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异 。 可见 ，用凝聚集团平均特征长度与粒子数关系所

  

得到的分形维数并不理想 。这可能与无规生长的复杂

  

性有关 。 因为在聚集过程中 ，粒子的运动和聚集总是

  

不可避免地同时受到外在的和 内在的各种随机性的

  

影响 ，这就使形成的凝聚集团不可能具有严格的 自相

  

似性结构 ，而是一种具有随机性和不确定性的无规则

  

分形 Il]
。 但从凝聚体平均特征长度与粒子数的双 自

  

然对数曲线呈现的线性关系 ， 显然可以看出与凝聚集

  

团 自相性结构有关 ，因此我们认为利用其线性关系判

  

断凝聚集团是否具有分形结构特征有一定的价值 。
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