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摘要:利用极大子群的 S-θ-完备性质研究有限群的可解性 ,改进相关文献中的相关定理 ,得到有限群可解性的 2

个新判据 .
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Abstract: Using S-θ-completions for a maximal subg roup of a finite group, the solv abili ty of fini te

groups are studied, and some relational theorems in the relevant reference are improved, and tw o

new criteria of the solv able g roups are obtained.
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　　有限群的极大子群在群论研究中扮演着重要的

角色 .赋予极大子群若干条件来研究其对有限群本身

结构的影响 ,这是长期以来令人感兴趣的课题 .

Deskins[ 1]引入了有限群极大子群完备的概念 ,并在

文献 [2]中研究了极大完备的群论性质对有限群结构

的影响 .这一开创性的方法为研究有限群的性质提供

了一个很好的工具 .李世荣 [3 ]证明:群 G超可解当且

仅当对于 G的每个有合数指数的极大子群 M , I (M )

包含一个极大元 C使得|C /K (C )|无平方因子且 G

= CM .钟祥贵 [4 ]改进了这个定理 ,证明:如果对于 G

的每个有合数指数的极大子群 M , I (M )包含一个极

大元 C使得|C /K (C )|超可解 ,|C /K (C )|2≤ 2,并且

G= CM ,那么 G可解 . T. K. Dutta
[5 ]
证明:群 Gc-可

解当且仅当对于 G的每个极大子群 M , I (M )都存在

一个正规完备 C使得 C /K (C )c-可解 .

　　本文利用 S-θ-完备对上面的定理进行改进 ,得

到关于有限群可解性的 2个新判据 .文中涉及的群 G

皆为有限群 . M < G表示 M 是 G的极大子群 ,

CoreG(M )表示 M在 G中的核 ,其他未予特别说明的

符号都是标准的 .

1　定义及引理

　　定义 1
[6 ]　给定群 G的极大子群 M ,称 G的子群

C为关于 M的θ-完备 ,如果 C M ; CoreG (M ) C;

且 C /CoreG (M )不真含 G /CoreG (M )的异于 1的正规

子群 .

　　M 在 G中的所有θ-完备作成一个集合 ,记为

θI (M ) .易知θI (M )非空 .事实上 ,设 C≤ G并且满足

CoreG (M ) < C ≤ G. 若 C /CoreG (M ) 不真包含

G /CoreG(M )的异于 1的正规子群 ,则 C∈ θI (M ) .否

则 , 取 包 含 于 C /CoreG (M ) 的 极 小 正 规子 群

D /CoreG(M ) ,则 D∈ θI (M ) .容易看到 θI (M )至少

包含一正规θ-完备 .由定义 1知正规θ-完备一定是极

大θ-完备 .

　　定义 2
[ 7]
　设 C是关于 M的θ-完备 ,称 C为关

于 M的 S-θ-完备 ,如果 C = G或者存在 G的子群 B ,

使得 C是 B的极大子群但 B不是关于 M的θ-完备 .

　　由定义 2知 G的极大子群 M的正规θ-完备一定

是 S-θ-完备 ,即 G的任一极大子群一定存在一正规

S-θ-完备 .

　　引理 1
[ 8]　设HC (G)为 G中所有具有合数指数

的极大子群的交 ,那么HC (G)超可解 .
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　　引理 2
[9 ]
　令 p是群 G的阶的最大素因子 , P∈

Sylp (G) ,那么 P 4 G或者包含 NG (P )的极大子群有

合数指数 .

　　引理 3
[7 ]
　设 M是群 G的极大子群 ,C是 M的

S-θ-完备 ,如果 C /4 G并且 C /CoreG (M )有唯一极小正

规子群 K /CoreG(M ) ,那么 C是 CK的极大子群 .

　　引理 4
[ 9]
　设 M是群 G的一个可解极大子群 ,K

是 G的非可解正规子群使得 G= MK ,那么

　　M ∩ K > 1.

　　引理 5
[4 ]　令 D是 G的一个子群 ,|D|2≤ 2且 D

在 G中的指数为素数 ,则 G可解 .

　　引理 6
[4 ]
　设群 G= CD ,子群 C与 D的 Sylow

2-子群的阶不超过 2,那么 G是可解的 .

2　主要结果

　　定理 1　 如果对群 G的每个有合数指数的极大

子群 M都存在 M的 S-θ-完备 C ,使得 G = CM ,

C /CoreG (M )超可解 ,且|C /CoreG (M )|2≤ 2,那么 G

可解 .

　　 证明　假设 G是满足条件的极小阶反例 .若 C

= G,设HC (G)为 G的所有具有合数指数极大子群的

交 .由引理 1知 HC (G)超可解 ,且 G /HC (G)同构于

G /CoreG (M 1 )× G /CoreG (M2 )×…× G /CoreG (Mn )

的子群 ,|G∶Mi|为合数 , i = 1, 2,… ,n. 由假设

G /CoreG (Mi )可解 , i = 1, 2,… ,n,从而 G /HC (G)可

解 .矛盾 .所以 C≠ G.现选取 G的正规子群 N ,并且

N有尽可能大的阶使得 G /N非可解 ,那么 G /N有唯

一极小正规子群 U /N ,并且 U /N非可解 .由以下 4步

来证明极小阶反例不存在 .

　　 ( 1)G中存在有合数指数的极大子群 H,使

　　N≤ H.

　　记G= G /N , U = U /N .令 q为|U|的最大素

因子 ,Q∈ Sylp (U) .那么Q在U中非正规 ,否则Q cha r

U4 G,Q4 G,这与U的极小性矛盾 ,从而存在 G的极

大子群 H ,使得 NG (Q )≤ H.由 Frattini论断知 G=

NG (Q )  U ,从而U≮ H ,所以 G= UH ,　|G∶ H|

= |U∶ H∩ U|.因为 NG (Q)≤ H ,所以 NU (Q)≤

H ∩ U.取U的极大子群D ,使D∶ H∩ U ,由引理 2

得|U∶ D|为合数 , 又 N≤ H ,|U∶ H∩ U|= |

U∶ D||D∶ H∩ U|,所以|U∶ H∩ U|为合数 ,

从而|G∶ H|为合数 .

　　 ( 2) N = CoreG ( H )且存在 H的 S-θ-完备 C ,使

　　 C < CU.

　　 由 ( 1) 的证明知 N ≤ CoreG ( H ) , 若 N <

CoreG ( H ) ,由于 U /N是 G /N的唯一极小正规子群 ,

从而 U /N≤ CoreG ( H ) /N ,此与U /≤ H矛盾 ,所以 N

= CoreG ( H ) .断言 C /4 G, 若否 , (G /N ) / (C /N ) 

G /C ,由假设及 N的取法可知 C /CoreG ( H ) , G /C可

解 ,所以 G /N可解 .矛盾 .又由引理 3得 C < CU.

　　 ( 3)C < G.

　　 记 E= UC , T = U∩ C ,那么 C /N是 E /N的一

个可解极大子群 ,U /N 是 E /N 的非可解正规子群 ,

且 E /N = C /N  U /N ,由引理 4知 T /N > 1,又由于

C /N 超可解 ,从而 T /N作为 C /N的子群也超可解 .

设 p是 |T /N|的最大素因子 ,P ∈ Sylp ( T ) ,那么

PN /N 是 T /N 的非单位正规 Sylow p-子群 . 由

PN /N char T /N < C /N可得 PN /N是 U /N的真子

群 , 并且 F (U /N ) = 1不可解 .若 CoreG /N ( PN /N )≠

1, 那 么 由 U /N 的 极 小 性 ,U /N ≤

CoreG /N ( NG (PN ) /N ) ≤ NG ( PN ) /N , 即 U ≤

NG (PN ) ,这蕴含 PN /N 4 U /N ,进一步可得 PN /N

≤ F(U /N ) = 1,矛盾 .因此 CoreG /N ( NG (PN ) /N ) =

1且 U /≤ N G (PN ) , 现在由 C /≤ H ,我们有 C≤

NG (PN ) /≤ H .C 为 H 的 S-θ-完备 ,NG ( PN ) /N

4 G /N ,故 C = NG ( PN ) .考虑 U到 U /N 的自然同

态 ,L /N 4 U /N等价于 L 4 U, 于是 NU /N ( PN /N )

= NU ( PN ) /N = T /N . 现 在 断 言: PN /N ∈

Sylp (U /N ) .若否 ,在 U /N中选取 p-子群 P1 /N ,使

|P1 /N∶PN /N| = p, 则 P 4 P1 , P1 /N ≤

NU /N ( PN /N ) = T /N ,矛盾于 PN /N∈ Sylp ( T /N ) ,

所以 PN /N是 U /N的 Sylow p-子群 ,由 Frat tini论断

G /N = N G /N (PN /N )U /N ,从而 G= N G (PN )U =

UC , 即 C为 G的极大子群 .

　　 ( 4)最后的矛盾 .

　　 由假设|C /CoreG ( H )|2≤ 2及引理 5知 C /N在

G /N中有合数指数 , 从而存在 C在 G中的 S-θ-完备

D,使得 G= CD且|D /CoreG(C )|≤ 2.类似 ( 2)可证

N = CoreG (C ) ,又由 G /N = C /N  D /N及引理 6可

推出 G /N可解 ,矛盾 .极小阶反例不存在 .命题得证 .

　　定理 2　群 Gc-可解当且仅当对于 G的每个有

合数指数的极大子群 M ,存在 M的一个正规 S-θ-完

备 C ,使得 C /CoreG (M )c-可解 .

　　证明　必要性容易证明 .下面证明充分性 .设 G

为满足条件的极小阶反例 .如果 1是 G的唯一极大子

群 ,那么 G为循环群 , G可解 ,当然 c-可解 ,矛盾 .设

M (M≠ 1)为 G的极大子群 ,如果 G为单群 ,那么对

于 G的每个极大子群 M , G是唯一的一个 S-θ-完备

C ,此时 CoreG(M ) = 1,由假设 G= G /CoreG (M )c-

可解 , 矛盾 .所以 G非单群 .设 N是 G的极小正规子
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群 ,以下分两步证明 G /N , N均c-可解 ,从而极小阶

反例不存在 .命题得证 .

　　 ( 1)G /N c-可解 .

　　若 M /N是 G /N的唯一极大子群 ,则 G /N循环 ,

G /N c-可解 .考虑 G /N 至少含有两个极大子群情

形 ,不妨仍设 M /N为 G /N的有合数指数的极大子

群 ,则 M为 G的有合数指数的极大子群 .由假设存在

M的一个正规 S-θ-完备 C使 C /CoreG (M )c-可解 ,故

C /N 是 M /N 的正规 S-θ-完备 ,CoreG /N (M /N ) =

CoreG(M ) /N , (C /N ) /(CoreG (M ) /N )  

C /CoreG (M ) ,从而 (C /N ) /(CoreG (M ) /N ) c-可解 ,

即 G /N满足条件 ,由 G是极小阶反例 ,得出 G /Nc-

可解 .

　　 ( 2) Nc-可解 .

　　 首先断言: N是 G的唯一极小正规子群 .若否 ,

设 N 1是 G的另一极小正规子群 ,同理 ( 1)可证 G /N 1

c-可解 .由 G= G /N∩ N 1同构于 G /N× G /N 1的某

个子群得 Gc-可解 .矛盾 .故断言成立 .设HC (G)为 G

的所有具有合数指数极大子群的交 ,根据引理 1,

HC (G)超可解 .由于 N是 G的唯一极小正规子群 ,所

以 N≤HC (G) ,N可解 ,当然c-可解 .若 N /≤HC (G) ,

则存在 G的具有合数指数的极大子群 M0 ,使得 N /≤

M 0 ,CoreG(M0 ) = 1且 G= M0N ,由假设存在 M 0的一

个正规的 S-θ-完备 C ,使得 C /CoreG (M 0 ) = Cc-可

解 ,又由 N是 G的唯一极小正规子群 ,从而 N≤ Cc-

可解 .最后 ,结合考虑 ( 1)得 Gc-可解 .矛盾 .

　　推论 1
[5 ]　群 Gc-可解当且仅当对于 G的每个

极大子群 M , 存在 M 的一个正规完备 C , 使得

C /K (C )c-可解 .
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科学家确定一种新的与 DNA复制相关的酶

　　美国和瑞典的科学家从酵母菌体内确定出一种新的酶 ,它有望在人类等高等生物的 DNA复制过程中起

到重要的作用。

　　进行该项研究的是美国 NIH国立环境卫生科学研究所 ( N IEHS)的 Zachary Pursell、 Thomas A. Kunkel以

及瑞典 Ume大学的 Erik Johansson等。他们用一种新的方法证实有一种名为 DNA聚合酶ε( DN A polymerase

epsi lon)的酶在酵母菌的 DNA先导链 ( leading st rand)复制中起主要作用 ,它是影响基因组稳定性的决定因素 ,

同时负责细胞对环境压力导致的 DNA损伤的响应。

　　 DNA双螺旋是由一条先导链和一条后随链 ( lag ging st rand)组成的。 第一类影响 DNA复制过程的 DNA

聚合酶要么负责复制先导链 ,要么负责复制后随链。某些低等动物甚至只需要一种 DNA聚合酶就能完成所有

复制工作 ,不过 ,在人类等高等动物中 , DN A复制过程要复杂得多。 人类基因组能够编码 15种 DNA聚合酶 ,

其中一些聚合酶主要负责基因组层面上的 DNA复制 ,另一些在特定情况下才会起作用 ,比如修复由环境因素

造成的 DNA损伤。

　　新的 DNA聚合酶ε的发现揭开了半个多世纪的一个谜团 ,找到了高等生物中负责最先复制先导链的酶 ,

进一步揭示了基因组不稳定性的起源 ,并加深了人们对一些环境疾病的深层机制的理解。
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