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摘要:研究中立型微分方程的正解存在性和非振动解的渐近性 ,得到其正解存在性的 1个充分条件 ,给出中立型

微分方程每一个非正振动解趋向于零和非振动解下确界趋向于零 (或上确界趋向正无穷大 )的新判据 .
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Abstract: The existence and asymptotic behaviors of nonoscillatory solution of neutral dif ferential

equation are studied. Sufficient condi tion is established for existence and asympto tic behaviors of
nonoscillatory solution of the system. A new criterion for every nonoscillato ry solution of neutral

differential equation tending to zero and infimum of nonoscillatory solution tending to zero ( or

supremum of nonoscillatory solution tending to+ ∞ ) is given.
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　　中立型微分方程在理论和应用方面都有重要的

现实意义 .近年来中立型微分方程的振动性研究已经

取得不少进展 ,其渐近性也得到了广泛的研究 [ 1～ 5] .

但是 ,对于中立型微分方程的正解存在性的研究却不

多见 .文献 [6 ]研究中立型微分方程

　　 [y ( t ) + p ( t ) y ( t - f) ]′+ q( t ) y ( t - e) = 0

的正解的存在性、渐近性和振动性 .本文研究中立型

微分方程

　　

[x ( t ) + ∑
l

j= 1
pjx ( t - fj ) - ∑

m

k= 1
rkx ( t - dk ) ]′+

　　∑
n

i= 1
qi ( t )x ( t - ei ) = 0,

x ( t ) = h( t ) , t∈ [- s, 0] ,

其中 pj≥ 0( j = 1, 2,… , l ) ,fj > 0( j = 1, 2,… , l ) ,

rk≥ 0(k = 1, 2,… ,m ) ,dk > 0(k = 1, 2,… ,m ) ,qi∈

C (R
+
, R

+
) ( i = 1, 2,… ,n ) ,ei > 0( i = 1, 2,… ,n ) ,

e= max
1≤i≤ n

{ei } ,f= max
1≤ i≤ l

{fi } ,d= max
1≤ i≤m

{di } , s
*

=

max {f,d,e} ( 1)

的正解存在性和非振动解的渐近性 .

1　系统 ( 1)正解的存在性

　　定理 1　假若存在正数 _ ,使

　　_∑
l

j= 1

p j e_fj + _∑
m

k= 1

rk e_dk+ ∑
n

i= 1

qi ( t )e_ei≤_ , t≥ t0 ,

( 2)

则系统 ( 1)存在正解 .

　　证明　定义函数集合　K- = {λ: λ( t ) = 0, t∈

( t0 - m , t0 ) ,λ( t )在 ( t0 + nf, t0 + (n + 1)f)连续且

|λ( t )|≤ _ }. 对任意 λ1 ,λ2 ∈ K-, 定义 d (λ1 ,λ2 ) =

sup
t> t

0
- m
|λ1 ( t ) - λ2 ( t )|e-Zt ,其中Z足够大 ,并且满足

　　
_
Z
+ ∑

l

j= 1
p j e(_ -Z)fj + ∑

m

k= 1
rk e(_ -Z)dk <

1
2
, ( 3)

则 (K-, d )是一完备度量空间 .对任意λ∈ K- ,定义

( Tλ) ( t ) =

- ∑
l

j= 1

pjλ( t - fj ) exp(∫
t

t-f
j

λ(s ) ds ) +

　　∑
m

k= 1
rkλ( t - dk ) exp(∫

t

t-d
k

λ(s ) ds ) +

　　∑
n

i= 1
qi exp(∫

t

t-e
i

λ(s) ds) , t≥ t0 ,

0, t∈ [t0 - m , t 0 ) .

则 ( Tλ) ( t )在每个区间 ( t0 + nf, t0 + (n + 1)f)内是
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连续的 ,且当 t≥ t0时有

　　|( Tλ) ( t )| ≤ _∑
l

j= 1

pj e_fj + _∑
m

k= 1

rk e_dk +

∑
n

i= 1

qi ( t ) e_ei≤ _ .

这表明 T是K-到K-的映射 .

　　由中值定理 ,对任意的λ1 ,λ2∈ K-,有

　　|exp(∫
t

t-f
λ1 (s ) ds ) - exp(∫

t

t-f
λ2 (s )ds )|≤

e
_f∫

t

t-f
|λ1 (s ) - λ2 (s)|ds ,

　　|λ1 ( t - f) exp(∫
t

t -f
λ1 (s) ds) - λ1 ( t -

f) exp(∫
t

t-f
λ2 (s ) ds )|= |λ1 ( t - f) [exp(∫

t

t-f
λ1 (s ) ds ) -

exp(∫
t

t -f
λ2 (s )ds ) ]+ exp(∫

t

t-f
λ2 (s ) ds ) [λ1 ( t - f) -

λ2 ( t - f) ]|≤_ e
_f∫

t

t-f
|λ1 (s ) - λ2 (s )|ds+ e

_f
|λ1 ( t -

f) - λ2 ( t - f)|.

于是 ,对任意的λ1 ,λ2∈ K-, t≥ t0 ,有

　　|( Tλ1 ) ( t ) - ( Tλ2 ) ( t )|≤∑
l

j= 1
pj|λ1 ( t -

fj ) exp(∫
t

t-f
j

λ1 (s ) ds ) - λ1 ( t - fj ) exp(∫
t

t-f
j

λ2 (s ) ds )|+

∑
m

k= 1

rk|λ1 ( t - dk ) exp(∫
t

t-d
k

λ1 (s ) ds ) - λ1 ( t -

dk ) exp(∫
t

t-d
k

λ2 (s ) ds )|+ ∑
n

i= 1

qi ( t )|exp(∫
t

t-e
i

λ1 (s ) ds ) -

exp(∫
t

t-e
i

λ2 (s ) ds )| ≤ ∑
l

j= 1

[pj_ e_fj∫
t

t-f
j

|λ1 (s) -

λ2 (s )|ds + pj e
_f

j|λ1 ( t - fj ) - λ2 ( t - fj )|] +

∑
m

k= 1

[rk_ e_dk∫
t

t-dk
|λ1 (s ) - λ2 (s )|ds+ rk e_dk|λ1 ( t - d) -

λ2 ( t - d)|] + ∑
n

i= 1
qi ( t ) e_ei∫

t

t -e
i

|λ1 (s ) - λ2 (s )|ds =

∑
l

j= 1
[pj_ e_fj∫

t

t-f
j

(|λ1 (s ) - λ2 (s)|e-ZS ) eZSds +

pj e
_f

j (|λ1 ( t - fj ) - λ2 ( t - fj )|e
-Z(t-f

j
)
) e
Z(t -f

j
)
] +

∑
m

k= 1

[rk_ e_dk∫
t

t-dk
(|λ1 (s) - λ2 (s )|e-ZS ) eZS ds +

rk e_dk (|λ1 ( t - dk ) - λ2 ( t - dk )|e-Z(t-dk ) ) eZ(t-dk ) ] +

∑
n

i= 1
qi ( t ) e

_e
i∫

t

t-e
i

(|λ1 (s) - λ2 (s )|e
-ZS
) e
ZS
ds ≤

∑
l

j= 1

[pj_ e_fjd (λ1 ,λ2 )
1
Z
( eZt - eZ(t -fj ) ) + pj e_fjd (λ1 ,λ2 )

1
Z
eZ(t -fj ) ]+ ∑

m

k= 1

[rk_ e_dk d (λ1 ,λ2 ) 1
Z
( eZt - eZ( t-dk ) ) +

rk e
_d

k d (λ1 ,λ2 )
1
Ze

Z(t -d
k
)
]+

∑
n

i= 1
[qi ( t ) e_eid (λ1 ,λ2 )

1
Z
( eZt - eZ(t -ei ) ) ]≤

1
Z
d (λ1 ,λ2 ) e_ t [_∑

l

j= 1

( pj e_fj + Zpj e(_ -Z)fj ) +

_∑
m

k= 1
(rke_dk + Zrk e(_ -Z)dk ) + ∑

n

i= 1
qi ( t ) e_ei ].

由 ( 2)式和 ( 3)式可得

　　|( Tλ1 ) ( t ) - ( Tλ2 ) ( t )|e-Zt ≤
1
Z
d (λ1 ,λ2 ) [_ +

Z∑
l

j= 1

p je(_ -Z)fj + Z∑
m

k= 1

rk e(_ -Z)dk ] = d (λ1 ,λ2 ) [
_
Z

+

∑
l

j= 1

pj e(_ -Z)fj + ∑
m

k= 1

rke(_ -Z)dk ] < 1
2
d (λ1 ,λ2 ) .

从而可知 d ( Tλ1 , Tλ2 )≤ 1
2
d (λ1 ,λ2 ) .

　　由 Banach压缩映象原理知 ,存在λ∈ K-,使得 Tλ

= λ.令 x ( t ) = exp( -∫
t

t
0

λ(s) ds ) ,则易知 x ( t )就是系

统 ( 1)的一个正解 .

2　系统 ( 1)非振动解的渐近性

　　引理 1　假设系统 ( 1)还满足

　　 0 <∑
m

k= 1
rk≤ 1, ( 4)

设 x ( t )是系统 ( 1)的最终正解 .令

　　 y ( t ) = x ( t )+ ∑
l

j= 1
pj x ( t - fj ) - ∑

m

k= 1
rkx ( t - dk ) ,

t∈ R
+
, ( 5)

则最终有 y′( t ) < 0, y ( t ) > 0.

　　证明　由 x ( t )是系统 ( 1)的一个最终正解 ,可

知存在一个 t1 > 0使得当 t > t1时有 x ( t ) > 0.从而

当 t > t2 ( t2 = t1 + s
* )时 x ( t - fj ) ( j = 1, 2,… , l ) ,

x ( t - dk ) (k = 1, 2,… ,m ) , y ( t - ei ) ( i = 1, 2,… ,n)

都大于 0.

　　由系统 ( 1)和 ( 5)式得到

　　
d
dt y ( t ) = - ∑

n

i= 1
qi ( t )x ( t - ei ) < 0, ( t≥ t2 ) .

( 6)

可以断言

　　 y ( t ) > 0, ( t≥ t2 ) . ( 7)

　　假设 ( 7)式不成立 ,则存在一个 t3≥ t 2和一个非

负数λ,使得当 t≥ t3时 ,有 y ( t )≤ - λ.而由 ( 5)式得

　　 x ( t ) = y ( t ) - ∑
l

j= 1
pj x ( t - fj ) + ∑

m

k= 1
rkx ( t -

dk )≤- λ- ∑
l

j= 1
p jx ( t - fj ) + ∑

m

k= 1
rkx ( t - dk )≤

- λ+ ∑
m

k= 1

rkx ( t - dk ) . ( 8)
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　　可以分两种情形来考虑 .

　　情形 1　 x ( t )无界 ,即 lim
t→+ ∞

supx ( t ) = + ∞ .于

是 ,存在一个序列 {ts } (s = 1, 2,… )使得 ts≥ t3 + d,

当 s→+ ∞时 ts→+ ∞ ,x ( ts ) = sup
t
3
≤ t≤ t

s

{x ( t ) }.由 ( 8)

式 ,可得

　　 x ( ts ) ≤ - λ+ ∑
m

k= 1
rkx ( ts - dk ) ≤ - λ+

∑
m

k= 1
rkx ( ts ) .

这是一个矛盾 .

　　情形 2　 x ( t )有界 ,即 lim
t→+ ∞

supx ( t ) = Z<+ ∞ ,

选取一个序列 {t*s } (s = 1, 2,… )使得当 s→+ ∞时

t
*
s →+ ∞ ,x ( t*s ) →Z,则当 s→+ ∞ 时 t

*
s →+ ∞ ,

lim
s→+ ∞

supx ( t*s - dk )≤Z,由 ( 8)式 ,可得

　　 x ( t
*
s )≤- λ+ ∑

m

k= 1
rkx ( t

*
s - dk ) .

当 s→∞ 时两边取上确界 ,可得

　　Z≤ - λ+ ∑
m

k= 1
rk lim

s→+ ∞
supx ( t

*
s - d)≤ - λ+ rZ.

这也是一个矛盾 ,则假设不成立 .

　　定理 2　 假设对任意一个满足 lim
s→+ ∞

supN s =

+ ∞的不相交开区间的无穷序列 N s R
+
(s= 1, 2,

… ) ,有∑
∞

s= s
0
∫t∈ N

s
∑

n

i= 1

qi ( t ) dt = + ∞ , s0≥ 1,且系统

( 1)满足 ( 4)式 ,则系统 ( 1)的每一个非振动解趋向于

零 (当 t→+ ∞时 ) .

　　证明　不失一般性 ,设 x ( t )是系统 ( 1)的一个

最终正解 .假设 lim
t→ + ∞

x ( t ) = 0不成立 ,则存在一个无

穷序列 {t
(s )
} R

+
,使得 lim

s→+ ∞
x ( t

(s )
- ei ) = a > 0( i =

1, 2,… ,n) .不妨假设 {t(s ) }是一个单调递增的序列 ,

因此存在 s1≥ 1,使得当 s> s1时有 t
( s)≥ t2 ( t2 = t 1+

s
*
) ,x ( t

( s)
- ei ) >

a
2 .

　　由解 x ( t )的连续性 ,必定存在不相交区间的无

穷序列 N s R
+ (s = 1, 2,… ) ,且有性质: lim

s→+ ∞
infN s

≥ t2 , lim
s→+ ∞

supN s = + ∞ ,使得 t
(s ) ∈ N s和

　　 x ( t - ei ) > a
2
, t∈ N s , s≥ s1 ( i = 1, 2,… ,n ) .

( 9)

　　 对  t≥ t2 ,存在 s2≥ s1使得 supN s2 ≤ t≤

supN s
2
+ 1 .由 ( 5)式和 ( 9)式可得

　　 y ( supN s
1
) - y ( infN s

1
)≤ -

a
2∫t∈ N

s
1

∑
n

i= 1

qi ( t ) dt ,

　　 y ( supN s
1
+ 1 ) - y ( infN s

1
+ 1 )≤

-
a
2∫t∈ N

s1+ 1
∑

n

i= 1
qi ( t ) dt ,

　　……

　　 y ( t ) - y ( infN s
2
)≤ y ( supN s

2
) - y ( infN s

2
)≤

-
a
2∫t∈ N

s2

∑
n

i= 1
qi ( t ) dt.

把上面 s2 - s1 + 1个不等式相加 ,再由 y ( t )的非增

性 ,可得

　　 y ( t ) - y ( infN s
1
)≤-

a
2∑

s2

s= s
1
∫t∈ N

s
∑

n

i= 1
qi ( t ) dt.

这说明当 t→+ ∞时 y ( t )→ - ∞ .这与引理 1矛盾 .

因此 lim
t→+ ∞

x ( t ) = 0.

　　定理 3　假设对任意一个满足 lim
s→+ ∞

supN s =

+ ∞的不相交开区间的无穷序列 N s R
+ (s= 1, 2,

… ) ,有∑
+ ∞

s= s
0
∫t∈ N

s
∑

n

i= 1
qi ( t )dt = + ∞ , s0≥ 1,且系统

( 1)满足∑
m

k= 1

rk > 1,则对系统 ( 1)的每一个非振动解

x ( t ) ,有 lim
t→+ ∞

infx ( t ) = 0或者 lim
t→+ ∞

supx ( t ) = + ∞ .

　　证明　由引理 1的证明知 y′( t ) < 0.当 t≥ t2

时 ,对 y ( t )存在以下两种可能: (Ⅰ )最终 y ( t ) > 0或

者 (Ⅱ )最终 y ( t ) < 0.

　　如果 (Ⅰ )成立 ,依照定理 2可得 lim
t→∞

x ( t ) = 0.如

果 (Ⅱ )成立 ,那么 0 > lim
t→+ ∞

x ( t ) = l
* ≥ - ∞ .

　　首先假设 - ∞ < l
*
< 0.因此 ,可以找到一个满

足 lim
s→+ ∞

supN s = + ∞ 的不相交开区间的无穷序列 N s

 R
+ (s = 1, 2,… ) ,对任意 t≥ t2 ,存在 s2≥ s1使得

supN s
2
≤ t≤ supN s

2
+ 1 .由 ( 5)式和 ( 9)式可得

　　 y ( supN s
1
) - y ( infN s

1
)≤-∫t∈ N

s 1
∑

n

i= 1
qi ( t )x ( t -

ei ) dt ,

　　 y ( supN s
1
+ 1 ) - y ( infN s

1
+ 1 )≤

-∫t∈ N
s1
+ 1
∑

n

i= 1
qi ( t )x ( t - ei ) dt ,

　　……

　　 y ( t ) - y ( infN s
2
)≤ y ( supN s

2
) - y ( infN s

2
)≤

-∫t∈ N
s2

∑
n

i= 1
qi ( t )x ( t - ei ) dt.

把上面 s2 - s1 + 1个不等式相加 ,再由 y ( t )的非增

性 ,可得

　　 y ( t ) - y ( infN s
1
) ≤ - ∑

s
2

s= s
1
∫t∈ N

s
∑

n

i= 1
qi ( t ) x ( t -

ei ) dt. (下转第 13页 Continue on page 13)　　
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这说明∑
+ ∞

s= s
1
∫t∈ N s
∑

n

i= 1

qi ( t ) x ( t - ei ) dt <+ ∞ ,由已知条

件得 lim
t→+ ∞

infx ( t ) = 0.假设 l
* = - ∞ ,由 ( 5)式可得

lim
t→+ ∞

supx ( t ) = + ∞ .
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