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摘要:利用 B网和最小决定集技术 ,构造了 Pow ell-Sabin(Ⅱ )型加密三角剖分上超样条空间 S1, 2
3 (△ PS2 )的最小决

定集 ,给出该空间的维数及 Hermite插值方案 .
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Abstract: Using B-net method, minimal sdeterminig set of super spline space S1, 2
3 (△PS 2 ) over

Pow ell-Sabin 's type (Ⅱ ) refinement is constructed; the dim ension and a Hermite interpolation

scheme of this space are also giv en.
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　　给定结点组 V = { ( xi ,yi ) , i = 1, 2,… ,n } R
2

和相应的实数 { f
u, v
i , 0≤ u+ v≤ 2, i= 1, 2,… ,n } ,考

虑二元 Hermite插值问题: 寻找函数 s (x , y ) ,使得

D
u
x D

v
y s (xi , yi ) = f

u ,v
i , 0≤ u + v≤ 2, i = 1, 2,… ,n.

解决该问题的通常方法是先构造一个以结点组中的

点为顶点的正规三角剖分△ ,然后在△ 上构造一个

二元样条函数空间 S
r
d (△ ) = {s∈ C

r (K) s|T∈ Pd ,

 T ∈ △ } ,或它的超样条子空间 S
r ,_
d (△ ) = {s∈

S
r
d (△ ) s∈ C

_ (v ) , v∈ V } ,其中 Pd定义为次数不

大于 d的二元多项式的集合 .

　　在构造样条函数空间时 ,一般选取相对于光滑

度来说次数较低的样条空间 .例如 ,可以选 r = 1, 2,d

= 2, 3, 4, 5的情形 .同时 ,由于确定任意三角剖分△

上这些样条函数空间的维数极其困难 ,人们往往要对

△进行加密 .当 r= 2时 ,文献 [1 ]对△中的每个三角

形进行二次 Clough-Tocher加密后得到△DCT ,构造了

样条空间 S
2
5 (△ DCT )中的一个插值函数 ;文献 [2 ]对

△中的每个三角形进行 Pow ell-Sabin(Ⅰ )型加密后

得到△P S1 ,构造了 S
2
5 (△ PS1 )中的一个插值函数 ;文献

[3]将文献 [2 ]关于 S
2
5 (△P S1 )的结果推广到超样条空

间 S
 2

5 (△PS 1 )中 ,从而避免用到顶点处的 C
3插值数据 ;

文献 [4]采用一种特殊的方法对△中的每个三角形

进行加密后得到△ W ,构造了 S
2
5 (△ W )中的一个插值

函数 ,该函数用来插值△的顶点处的函数值、导数值

以及边上的法向导数值 ;文献 [5]对△中的每个三角

形进行 Clough-Tocher加密后得到 △CT , 构造了

S
2
6 (△CT )中的一个插值函数 .但是 ,当 r = 1时 ,相关

结论却很少有报道 .

　　本文采用 B网和最小决定集技术 [6～ 9 ] ,构造超样

条空间 S
1, 2
3 (△ PS2 ) 的最小决定集 , 其中 △ PS 2为

Pow ell-Sabin(Ⅱ ) 型加密 三角 剖分 . 给出 空间

S
1, 2
3 (△ PS 2 )的维数及 Hermite的插值方案 .

1　相关概念及引理

　　任意给定一个三角剖分△ ,记 V、E以及 N分别

为△中顶点、边和所有三角形的集合 ; EI和 EB分别

为内边和边界边的集合 ; V I和 VB分别为内顶点和边
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界顶点的集合 .作出每个三角形的三条中线 ,它们的

交点记为 vt ,边上的中点记为 ve ,再将所有的中点两

两相连 ,这样就得到 Powell-Sabin(Ⅱ )型三角剖分 ,

记为△P S2 .对于任意 s∈ S
r
d (△ ) ,它在三角形 T = <

v1 ,v2 ,v3 > 上可表示为 s|T = ∑
i+ j+ k= d

c
T
ijkB

d
ijk ,其中 B

d
ijk

为 Bersrein多项式 ,c
T
i jk为 s相应于区域点 Y

T
ijk = ( iv1

+ jv2 + kv3 ) /d的 B网系数 .

　　给定整数 0≤ m < d ,定义集合 D = {YTijk i+ j

+ k= d , T∈ N } , RTm (v1 ) = {YTijk i= d - m } ,DT
m (v1 )

= {YTijk: i≥ d - m } , Rm (v1 ) = ∪ {RT
m (v1 ): T为△中

以 v1为顶点的三角形 } ,Dm (v1 ) = ∪ {DT
m (v1 ) T为

△中以 v1为顶点的三角形 }.

　　显然 ,任意函数 s∈ S
0
d (△ )可由集合 D中所有区

域点对应的 B网系数唯一决定 .对于任意Y∈ D ,定义

S
0
d (△ )上的线性泛函VYs = s相应于区域点Y的 B网

系数 .

　　引理 1
[ 10]
设 T1 = < v0 ,v1 ,v2> , T 2 = < v0 ,v1 ,

v3 > 是两个相邻的三角形 ,e = < v0 ,v1 > 为公共

边 .若 p (x , y )在 Tl ( l = 1, 2)上的表示为 Pl ( x , y ) ,满

足 pl (x , y ) ∈ P3 ,并且

　　p1 (x , y ) = ∑
i+ j+ k= 3

c
1
ijk

3!
i! j! k!

Ti1Uj1Vk1 ,

　　p2 (x , y ) = ∑
i+ j+ k= 3

c
2
ijk

3!
i! j! k!

Ti2Uj2Vk2 ,

其中 (Tl ,Ul ,Vl ) , l = 1, 2,为 (x , y )相应于 Tl的重心坐

标 .则 p (x , y )∈ C
1 ( T1∪ T2 )当且仅当

　　 c
2
ij0 = c

1
ij 0 , i+ j = 3,

　　 c
2
ij1 = T-c

1
i+ 1j0 + U-c

1
ij+ 10 + V-c

1
ij 1 , i + j = 2.

要使得 p (x , y )∈ C
2
(v1 ) ,还需满足

　　 c
2
012 = T-

2
c

1
210+ U-

2
c030

1
+ V-

2
c

1
012+ 2U-V-c

1
021+ 2U-T-c

1
120

+ 2T-V-c1
111 .

其中T-,U-,V-为顶点 V3相应于 T1的重心坐标 .

2　主要结果

　　定义样条空间 S
1, 2
3 (△PS 2 ) = {s∈ S

1
3 (△P S2 ): s∈

C
2 (v ) , v ∈ V }. 考 虑 单 个 三 角 形 T 的

Powell-Sabin(Ⅱ )型加密剖分 TPS 2 ,如图 1所示 .按逆

时针方向依次将它的边界顶点记为 v1 ,v
1
e ,v2 ,v

2
e ,v3 ,

v
3
e ;将内顶点记为 w1 ,w 2 , w3以及重心 vt .

　　定理 1　 dimS
1, 2
3 ( TPS 2 ) = 27,且区域点

　　 (Ⅰ )Y<v
l
,w
l
,v
e
l>

ijk , i≥ 1, i+ j+ k = 3, l = 1, 2, 3,

　　 (Ⅱ )Y<v
t
,w

3
,v
e

2
>

ijk ,Y< v
t
, w

2
, v
e

1
>

120 , i≥ 1,k < 2, i+ j+ k

= 3,

　　 (Ⅲ )Y
<v

t
,w
l
,v
e
l- 1>

102 , l = 1, 2, 3,

的集合 P1是 S
1, 2
3 ( TPS 2 )的最小决定集 .

　　证明　对任意 s∈ S
1, 2
3 ( TPS 2 ) ,若 s相应于 P1中

的区域点对应的 B网系数为零 ,要证余下的区域点对

应的 B网系数也都为零 ,即 s≡ 0.不妨规定 v
0
e = v

3
e .

令 (Ⅰ )式中的点对应的 B网系数为零 ,则由 vi ( i= 1,

2, 3)处的 C
2
光滑条件可知 ,D2 (vi )内的区域点对应

的 B网系数全为零 .再令 (Ⅲ )中的点对应的 B网系数

为零 ,由 C
1光滑条件 , D1 (vle ) ( l = 1, 2, 3)内的区域点

对应的 B网系数全为零 .又令 (Ⅱ )中的点对应的 B网

系数为零 ,则由 C
1
光滑条件 ,D2 (vt )内的区域点对应

的 B网系数也都为零 .根据边 < wl ,v
l
e > , < wl ,v

l- 1
e

> ( l = 1, 2, 3)上的 C
1
光滑条件可求得余下的区域

点对应的 B网系数全为零 .因此 , P1为 S
1, 2
3 ( TP S2 )的一

个决定集 , dimS1, 2
3 ( TPS 2 ) ≤ |P1|= 27. 对于空间

S
1, 2
3 ( TPS 2 ) 来说 , 它为 S

1
3 ( TPS 2 ) 的一个子空间 , 由

引理 1可知 , T中区域点对应的 B网系数还需满足额

外的 3个等式 ,所以 dimS1, 2
3 ( TPS 2 )≥ dimS1

3 ( TPS2 ) -

3.由拟贯穿剖分的维数计算公式 [11 ] ,可以求得 dimS1
3

( TPS2 ) = 30, 即 dimS1, 2
3 ( TPS2 )≥ 27. 因此 , dimS1, 2

3

( TPS2 ) = 27, P1为 S
1 , 2
3 ( TPS 2 )的最小决定集 .

图 1　 S1, 2
3 ( TPS2 )的最小决定集

Fig. 1　 Minimal determining set for S1, 2
3 ( TPS2 )

　　■: 区域点 (Ⅰ ) ;●: 区域点 (Ⅱ ) ;▲ :区域点 (Ⅲ ) .

　　■: Domain point (Ⅰ ) ; ●: Domain point (Ⅱ ); ▲: Domain

point(Ⅲ ) .

　　定理 2　 dimS
1, 2
3 (△PS 2 ) = 6|V|+ 6|N|+

|E|.

　　证明　选择区域点 .

　　 (Ⅳ )在△的每个顶点 v处选择 D2 (v )内的 6个

区域点 .

　　 (Ⅴ )在△的每条边 e上选择 D1 (ve )内的 1个区

域点 .

　　 (Ⅵ )在△的每个三角形 T中选择 D2 (vt )内的 6

个区域点 .

得到一个集合 P ,如图 2所示 .

　　假设 s∈ S
1, 2
3 (△PS 2 ) ,若 s相应于 P中的区域点对
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应的 B网系数为零 ,根据光滑条件 ,容易证明余下的

区域点对应的 B网系数也为零 ,所以 P为 S
1 , 2
3 (△P S2 )

的决定集 .因为|P|= M = 6|V|+ 6|N|+ |E|,则

　　dimS1, 2
3 (△PS 2 )≤ 6|V|+ 6|N|+ |E|.

又记Y = {VY}Y∈ P为 P中的点Y对应的线性泛函VY的

集合 , 对任意点 Y,可相应地构造一个函数 BY∈

S
1, 2
3 (△PS 2 ) ,满足 VYBY = 1,VZBY= 0(Y≠ Z) .显然 ,

{BY}Y∈ P线性无关 ,所以有

　　dimS
1, 2
3 (△PS 2 ) = 6|V|+ 6|N|+ |E|.

图 2　 S1, 2
3 (△ PS2 )的最小决定集

Fig . 2　 M inima l determining for S1, 3
3 (ΔPS2 )

　　■: 区域点 (Ⅳ );▲ :区域点 (Ⅴ );● :区域点 (Ⅵ ) .

　　■: Domain point(Ⅳ );▲ : Domain point(Ⅴ ) ;●: Domain

point(Ⅵ ) .

　　定理 2的证明过程中构造的基函数 {BY}Y∈ P形成

空间 S
1, 2
3 (△ PS2 )的一个对偶基 .对 BY来说 ,若 Y落在

D2 (v )内 ,则它的支集是△中以 v为顶点的所有三角

形的集合 ,其中 v∈ V;若Y落在 D2 (vt )内 ,且不包括

定理 1(Ⅲ )所指的点 ,则它的支集是△中以 vt为重心

的三角形 ;若Y落在 D1 (ve )内 ,且 e∈ EI ,则它的支集

是以 e为公共边的两个三角形 ;若Y落在 D1 (ve )内 ,且

e∈ EB ,则它的支集是以 e为 1条边的三角形 .

　　定理 3　设 P = {Yi }Mi= 1为 S3
1, 2 (△PS 2 )的最小决

定集 .对于任意一组实数 { f i }Mi= 1 , 存在唯一插值函数

s∈ S
1, 2
3 (△P S2 ) ,使得

　　VY
i
(s) = f i , i = 1, 2,… ,M .

　　证明　取 s= ∑
M

j= 1
f jB j ,其中 Bj = BYj , j = 1,… ,

M为以上定义的空间 S
1, 2
3 (△ PS 2 )相应于最小决定集

P 的 一组 对 偶 基 , 则 Vi (s ) = Vi (∑
M

j= 1
f jB j ) =

∑
M

j= 1
f j (ViB j ) = ∑

M

j= 1
f jWi, j = f i .进一步 ,若存在另一个

s′∈ S
1, 2
3 (△ PS2 ) ,也使得Vi (s′) = f i , i= 1, 2,… ,M ,则

s - s′∈ S
1, 2
3 (△PS 2 ) ,且Vi (s - s′) = Vi (s ) - Vi (s′) =

f i - f i = 0, i= 1, 2,… ,M .因为 P为空间 S
1, 2
3 (△ PS2 )

的最小决定集 ,所以可推出 s - s′在△ PS 2上所有区域

点处的 B网系数全为零 ,所以 s - s′≡ 0, s≡ s′.唯一

性得证 .

　　对于任意顶点 v ∈ V ,只要确定了 D2 (v )内的 6

个区域点的 B网系数就相当于确定了此点处的函数

值以及直到二阶的导数值 ,这样就得到 S
1, 2
3 (△ PS2 )的

一个 Hermite插值方案 .
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