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摘要: 利用素数阶循环图计算经典 Ramsey下界 ,得到 3个经典 Ramsey数 R( 3, t )的新下界: R( 3, 35)≥ 230,

R ( 3, 37)≥ 242, R ( 3, 39)≥ 258.
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Abstract: By const ructing cyclic g raphs of prime order, w e get new low er bounds for three Ramsey

numbers R ( 3, t ): R ( 3, 35)≥ 230, R( 3, 37)≥ 242, R ( 3, 39)≥ 258.
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　　对于任意正整数 s和 t ,经典 Ramsey数 R (s, t )是

具有下述性质的最小正整数 n:每个 n阶简单图 ,或者

包含一个有 s个顶点的团 ,或者包含一个有 t个顶点

的独立集 .确定 Ramsey数 R (s , t )是组合数学中非常

困难的问题 [1 ] . 1955年 , Greenw ood R E与 Gleason A

M [2 ] 在确定 Ramsey数 R ( 3, 3) = 6, R ( 3, 4) = 9,

R ( 3, 5) = 14, R ( 4, 4) = 18, R ( 3, 3, 3) = 17的时候 ,

首先构造循环图计算它们的下界 ,再用递推不等式证

明其上界 ,从而得到历史上第一批 Ramsey数的准确

值 .后世的学者沿用这种方法 ,得到一些新的成果 .动

态综述
[3 ]
记录迄今已知的一些经典 Ramsey数的准

确值和上下界 .

　　用循环图研究经典 Ramsey数下界的主要困难 ,

是在寻找有效的参数集来构造图和计算图的团数这

两个方面都会遇到巨大的运算量 .文献 [4～ 11 ]利用

素数阶循环图研究经典 Ramsey数的下界 ,能够充分

运用有限域的性质提高运算效率 .本文在此基础上继

续深入研究 ,构造素数阶循环图 ,计算得到 3个经典

Ramsey数 R( 3, t )的新下界 .

1　相关定义及引理

　　给定素数 p= 2m+ 1≥ 5.对于整数 s < t ,记 [s ,

t ] = {s, s+ 1,… , t } ,令 Zp = [- m ,m ].

　　以下除非特别说明 ,所有模 p整数的运算结果都

理解为模 p后属于 Zp ,并用通常的等号“= ”表示“模

p相等” .

　　定义 1　对于集合 S = [1,m ]的一个 2部分拆

S = S1∪ S2 ,记 Ai = {x|x ∈ Si或 - x∈ Si } ,设 p阶

完全图 K p的顶点集 V = Zp ,边集 E是 Zp的所有 2元

子集的集且有分拆 E = E1 ∪ E2 ,其中 Ei = { {x ,

y }|{x , y }∈ E且 x - y∈ Ai } , i = 1, 2.把 Ei中的边

叫做 Ai 色的 , 记 Kn 中 Ai 色边所导出的子图为

Gp ( Ai ) ,其团数记为 [Gp ( Ai ) ].

　　按照参数集合 A1或 A2 (即 S1或 S2 )把 K p的边

2-染色 ,得到 p阶循环图 Gp ( Ai ) .根据 Ramsey数的定

义即得 R ( [Gp ( A1 ) ]+ 1, [Gp ( A2 ) ]+ 1)≥ p+ 1.

　　考察 Gp ( Ai )的团和团数 .注意到图 Gp ( Ai )是顶

点可迁的 ,其团数等于 Gp ( Ai )中含顶点 0的团的最大

阶 ,因此只须考察含顶点 0的团 .根据定义 1知这样

的团的其他非零顶点是集合 Ai的元 .

　　引理 1　记图 Gp ( Ai )中顶点集为 Ai的导出子图

为 Gp [Ai ] ,其团数为 [Ai ] ,则有 [Gp ( Ai ) ] = [Ai ]+ 1.

　　 于是求 Gp ( Ai )的团数就转化为求 Gp [Ai ]的团
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数 .为了求得 [Ai ] ,引进 Ai的一个全序 .

　　 对于任意 a∈ Ai ,考察顶点 a的度数 di (a) .记

Di (a) = { y∈ Ai|a - y∈ Ai } , di (a) = |Di (a)|.

　　由定义 1知 Ai = - Ai ,故 Zn到自身的变换 f : x|

→ - x是 Gp ( Ai )的自同构 .由此易知 y∈ Ai , y - a∈

Ai <= > - y∈ Ai , - y + a∈ Ai .故有 di (a) =

di ( - a) .即 Ai的二元子集 {a, - a}的两个元的度数

相等 .易知 ,二元子集 {a, - a }中有且仅有一个元属

于 Si .当 n为偶数且 a = m∈ Si时 a = - a,此时二元

子集 {a, - a }退化为一元子集 {a} .为了叙述简便 ,把

Ai的二元子集 {a, - a}与退化了的一元子集 {a}都形

式地记为 {a, - a }.

　　定义 2　 设 x ∈ Si ,记

　　Di (x ) = { y ∈ Ai|x - y ∈ Ai } ,d i (x ) =

|Di (x )|.

在 Ai上的序 规定如下 .设 a,b∈ Si ,则

　　 ( 1) Ai的子集 {a, - a}对于序 构成区间 ,并且

当 a≠- a时 a - a.

　　 ( 2)对于 Ai中分属不同子集的元 x ∈ {a, - a}

和 y∈ {b, - b} ,规定 x y当且仅当 di (a) < di (b) ,

或者当 di (a) = di (b)时 a < b.

　　 易知序  是明确定义的 ,并且 ( Ai ,  )是全序

集 . x y称为 x前于 y.

　　引理 2
[7 ]
　如果对于任意 x ∈ Si ,都有 di (x ) =

0,那么 [Ai ] = 1.

　　定义 3　 全序集 ( Ai ,  )上的长为 k (k≥ 1)的

链 x 0 x 1 … xk称为起点为 x 0的长为 k的 Ai色

链 ,如果对于 0≤ h < j≤ k有 xh - x j ∈ Ai .起点是

x0的链的最大长记为 li (x 0 ) .如果起点是 x0的长为 k

≥ 1的链不存在 ,就令 li ( x0 ) = 0.

　　引理 3
[7 ]　 [Ai ] = 1+ max {li (a )|a∈ Si }.

　　以 R( 3, 5)为例来说明引理 1、引理 2、引理 3的

用法 .给定 p = 13,令 S1 = { 1, 5} .根据引理 2易知

[G13 ( A1 ) ] = 2.为了计算 G13 [A2 ] ,由定义 2作全序集

( A2 , ) = { 2, - 2, 3, - 3, 4, - 4, 6, - 6} ,并且有

D2 ( 2) = {y∈ A2|2 - y∈ A2 } = { - 2, 4, - 4, 6}.

对 D2 ( 2)用回溯法 ,得到 G13 [A2 ]的以 2为起点的第

一条长为 2的 A2色链 2 - 2 4.此后不存在以 2

为起点的更长的 A2色的链 ,即 l2 ( 2) = 2.进一步计算

表明 ,在 GP [A2 ]中对于任意起点 a∈ S2 ,都没有更长

的 A2色的链 ,故有 max {l 2 (a )|a∈ S2 } = 2. 根据引理

3得 [A2 ] = 3.根据引理 1得 [G13 ( A2 ) ] = 4.根据

Ramsey数的定义得 R( 3, 5)≥ 14. 14是 R( 3, 5)最好

下界 .

2　主要结果

　　定理 1　 R( 3, 35)≥ 230, R ( 3, 37)≥ 242, R ( 3,

39)≥ 258.

　　证明　为了简便 ,省略按照上述方法计算团数

过程的叙述 ,只写出整数 n与参数集 S1 ,以及计算得

到的 R ( 3, t )的新下界 .

　　 ( 1)取素数 p = 229,令 S1 = { 1, 4, 12, 14, 22, 37,

42, 47, 53, 62, 78, 81, 87, 102, 108, 110} ,计算得 R ( 3,

35)≥ 230.

　　 ( 2)取素数 p = 241,令 S1 = { 1, 6, 8, 20, 30, 35,

37, 39, 42, 54, 64, 71, 75, 82, 86, 98, 111, 115} ,计算得

R ( 3, 37)≥ 242.

　　 ( 3)取素数 p = 257,令 S1 = { 1, 3, 12, 22, 36, 46,

51, 56, 61, 69, 75, 77, 79, 84, 86, 88, 93, 116} , 计算得

R ( 3, 39)≥ 258.

　　在 CPU为 AMD3600+ 的计算机上完成上述运

算的时间约为 15h.
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