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摘要:采用群与图的方法 ,研究一类 3pn阶亚循环群的连通 4度无向 Cay ley图 .通过决定 Caley图的自同构群得

出此类亚循环群是弱 4-CI的 ,并由此给出 3pn亚循环群的连通 4度无向 Cayley图的完全分类 ,最后证明此类图

都正规而且非弧传递 .
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Abstract: A kind of metacyclic g roups wi th order 3p
n
was researched by using the group-theoretic

and g raphic methods. Though determining the full automo rphism groups of these Cayley g raphs, w e

have that the g roup is a w eak 4-CI g roup and then determine the complete classification of it s

connected tet rav alent Cay ley g raphs. Finally, we prove that all these Cay ley g raphs are normal but

no arc-transitiv e.
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　　 40多年来人们开始对 Cay ley图的同构问题 (主

要是 CI性 )进行研究 ,现已获得丰富的结果 [ 1～ 4] .比

如 ,文献 [5～ 7 ]研究了小度数情形 ,文献 [7～ 11 ]研究

了连通情形 .关于 Cayley图正规性问题 ,自北大徐明

曜
[1 ]
给出一个等价条件之后 ,近十多年来一直是群与

图方向研究的热点 .比如: 阶为 2个不同奇素数乘积

群的任意度数的 Cayley 图正规性问题已完全解

决 [12 ] ; Baik
[13, 14 ]等决定了有限交换群的所有度数不

超过 5的非正规的 Cayley图 ;方新贵 ,李才恒 ,徐尚

进 [15～ 17 ]等证明绝大多数非交换单群的连通 3度

Cayley图是正规的 .然而围绕 Cayley图 CI性和正规

性问题的研究远没有结束 .

　　本文主要采用群与图的方法 ,研究具有循环

Sylow-子群的 3p
n
阶非交换群的连通 4度无向

Cayley图 , 其中 p > 3是素数且 n≥ 2.由群论知识 ,

这样的群必为亚循环群 ,其构造如下:

　　 G= 〈a,b|a
3
= b

pn

= 1,a
- 1
ba = b

r
〉 ,其中 , 1 < r

< p
n , r3≡ 1( modpn ) . ( 0. 1)

　　若无特殊说明 ,本文所指的 3pn阶亚循环群 G均

形如 ( 0. 1)式 .未定义而引用的概念和记号参见文献

[18～ 20].本文涉及的图都是有限、连通、简单、无向

图 .

1　相关概念及引理

1. 1　相关概念

　　对于一个图 X ,其顶点集和边集分别记作 V (X )

和 E (X ) . V (X )到自身并保持边不变的双射 (即置

换 )全体关于映射的乘法构成一个群 ,称为图 X的全

自同构群 ,记作 Aut(X ) .如果 Aut( X )作用在 V ( X ) ,

(或 E (X ) )上传递 ,则称 X是点 (或边 )传递图 .图 X

的每条无向边可产生一对方向相反的有向边 ,称为 X

的弧 . X的弧集记作 Arc(X ) .显然 Aut( X )可诱导弧

集 Arc( X )上的置换作用 ,如果这个作用是传递的 ,

则称 X是弧传递图 .
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　　图 X的一个顶点 v的邻域 X1 (v )是 X中与顶点

v相连接的顶点的集合 .显然图 X的全自同构群 A∶

= Aut( X ) .关于顶点 v的稳定子群 Av可置换地作用

在 X 1 (v )上 (不一定忠实 ) .容易证明 , X弧传递当且

仅当 X点传递并且 Av在 X 1 (v )上传递 .直观地看 ,弧

传递图具有很强的对称性 ,点传递图次之 .于是由图

得到的全自同构群在图的对称性研究中扮演着重要

的角色 .反之 ,通过群也容易构造出具有一定对称性

的图 .

　　设 G是一个有限群 ,取 S G\ { 1} ,满足 S
- 1 =

S (这样的 S称为 G的 Cay ley子集 ) ,则群 G关于其

Cayley子集 S的 Cayley图 X∶ = Cay(G, S)定义为:

　　
V ( X ) = G,

E (X ) = { (g , sg )|g∈ G, s∈ S} .

由定义易知: ( 1)G的单位元 1的邻域 X 1 ( 1) = S;

( 2) X连通当且仅当 G= 〈S〉; ( 3)由于 G的右正则表

示 R (G)≤ Aut(X ) ,所以 Cay ley图都是点传递图 .

　　记群 G的自同构群为 Aut(G) . G的一个 Cayley

子集 S如果满足:对使得 Cay (G, T ) Cay (G, S)的

任何 G的 Cayley子集 T都存在T∈ Aut(G)使得 S
T=

T ,则称 S为 G的 CI-子集 .设 m是正整数 ,一个有限

群 G如果它的每个势不超过 m的 Cayley生成子集都

是 CI-子集 ,则称 G为弱 m-CI-群 .如果对每个正整数

m <|G|, G都是弱 m-CI-群 ,则称 G为弱 CI-群 .这时

G的连通 Cayley图之间的同构问题可转化为 G的

Cayley生成子集在 Aut(G)作用下的传递问题 ,这完

全是一个群论问题 .

　　又记 Aut(G, S)∶ = {T∈ Aut(G)|ST= S} .易

证 R(G) Aut (G, S) = R(G) Aut (G, S)≤ Aut(X ) ,

并且 R (G) Aut (G, S) = Aut(X )等价于 R (G)

4 Aut (X )
[ 1]
.此时称 Cayley图 X∶ = Cay(G, S)关于

G是正规的 .这说明正规的 Cayley图 X∶ = Cay(G,

S )的全自同构群 Aut(X )完全被群 G及其子集 S所

决定 ,并达到最小的情形 Aut(G, S )R (G) .

　　设 V (X )的子集 B是图自同构群 Aut(X )的一个

非平凡块 ,即 1 < |B| < |V ( X )|,并对任意 e∈

Aut(X ) , B ∩ B
e等于 B或○ .此时 B = {Be|e∈

Aut(X ) }构成 Aut( X )的一个完全块系 ,并可定义 X

的关于B 的块图 ,记作 X /B ,其中

　　

V ( X /B )= B ,

E (X /B ) = { {B , B′}|存在 v∈ B , v′∈ B′

　　使得 {v ,v′}∈ E( X ) }.

显然若 X连通则块图 X /B 亦然 .由于 X的图自同构

e可诱导 X /B 上的作用 ,并且保持 X /B 的边 , 所以

X点传递 (或弧传递 ) ,则块图 X /B 也点传递 (或弧

传递 ) .

　　 块图的一个非常有效的应用是 Aut(X )非拟本

原 ,即 Aut(X )包含非传递且非平凡正规子群 N ,此

时 N的轨道即为非平凡块 ,从而得到以所有 N -轨道

为顶点的块图 ,通常记作 X N .容易证明 Val(XN )≤

Val(X )
[18 ]
.

1. 2　相关引理

　　 引理 1. 1[ 18] 有限群的次正规 Hall子群必然正

规 .

　　引理 1. 2
[21 ]
( Babai)设 G是有限群 , S G

#
, X∶

= Cay(G, S) , A∶ = Aut (X ) ,则 S是 G的 CI-子集

  e∈ Sym(G) ,若e- 1
R(G)e≤ A ,必存在 a∈ A,

使得e- 1
R(G)e= a

- 1
R (G)a.

　　引理 1. 3　设 Cayley图 X∶ = Cay(G, S )的图

自同构群 A∶ = Aut( X )作用在 V ( X )上非拟本原 ,

即存在 A的非平凡且非传递正规子群 N ,则包含 1的

N -轨道 B∶ = 1N是 G的子群 ,并且块图 XN是 G关

于其子群 B和双陪集的并 D∶ = BSB 的陪集图

Sab(G,B , D) . 特别 ,任取 s∈ S\B , 则 {B , Bs} ∈

E (XN ) .

　　引理 1. 4　设 X∶ = Cay(G, S)是有限群 G的

度数不超过 4的连通 Cay ley图 ,则 X的全自同构群

A∶ = Aut (X )关于 G的单位元 1的点稳定子群 A1的

阶不含大于 3的素因子 ,即|A1|= 2i 3j .

　　引理 1. 5　设 G是含 3个素因子的有限非交换

单群 ,则 G及其阶只有如下 8种情况:

　　 ( 1) A5阶为 22  3 5;

　　 ( 2) A6阶为 2
3
 3

2
 5;

　　 ( 3) PSL ( 2, 7)阶为 2
3
 3 7;

　　 ( 4) PSL( 2, 8)阶为 2
3
 3

2
 7;

　　 ( 5) PSL( 2, 17)阶为 25  32  17;

　　 ( 6) PSL( 3, 3)阶为 24  33  13;

　　 ( 7) PSU ( 3, 3)阶为 25  33  7;

　　 ( 8) PSU ( 4, 2)阶为 2
6
 3

4
 5.

　　证明参见文献 [22 ].

　　引理 1. 6　群 G的生成元满足:

　　 ( 1)aibj = b
jr2i

a
i ,bjai = a

i
b
jri ;

　　 ( 2)o (aibj ) = 3,

其中 0 < i < 3, 0≤ j < p
n .

　　引理 1. 7　群 G的自同构T形如:

　　T:
a|→ ab

i ,

b|→ b
j ,

其中 0≤ i < p
n
, ( j ,p

n
) = 1.

　　引理 1. 8　设 X∶ = Cay(G, S)是群 G的连通

4度无向 Cay ley图 , S = {s , s- 1 , t , t- 1} ,则
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　　 ( 1)s与 t至少有一个是 3阶元 ,而另一个元的阶

只能是 3或 p
n ;

　　 ( 2)若 o(s ) = 3,则过边 { 1, s}恰有一个 3-圈 [1,

s , s
- 1
, 1];

　　 ( 3)若 o(s )≠ 3, 则过边 { 1, s}没有 3-圈 .

　　 证明　由 ( 0. 1)式可得 ( 1)成立 .设过边 { 1, s}

有 3-圈 [1, s , s′s, s″s′s= 1 ], 其中 s′, s″∈ S. 因为 1=

s″s′s = s′ss″, 所以 s , s′, s″中任 2个元不能互逆 . 又由

S = {s , s- 1 , t , t- 1 } ,则 s , s′, s″中至少有 2个相同 , 而第

3个是前 2个乘积的逆 , 因此 s , s′, s″同属于其中一个

生成的循环群 ,所以 s′, s″不能取自 {t , t
- 1
} , 只能 s′=

s″= s. 说明过边 { 1, s}的 3-圈只有 [1, s, s- 1 , 1] ,并且

o(s ) = 3.于是 ( 2)和 ( 3)得证 .

2　主要结果

　　记 X∶ = Cay(G, S)为群 G的连通 4度无向

Cayley图 , A∶ = Aut( X )为 X的图自同构群 .

　　定理 2. 1　关于 G的单位元 1的点稳定子群 A1

是 2-群 ,即|A1|= 2
i
.

　　证明　由引理 1. 4,|A1|= 2i 3j .往证 3 |A1|.

　　反证法 ,如果 3||A1|,则 A1中含 3阶元 ,记为T.

往证〈T〉在 X1 ( 1) = S上诱导的作用平凡 .由于|S|

= 4,而T的轨道长只能是 1或 3,所以T至少有一个不

动点 ,记为 s.

　　还需证明T另有一个异于 s的不动点 ,才能得出

T点型稳定 X 1 ( 1) . 分两种情况:

　　情况 1: 若 o(s ) = 3.

　　由引理 1. 8,过边 { 1, s}恰有一个 3-圈 [1, s, s- 1 ,

1] , 则T不动 s ,必然也不动这个 3-圈 ,从而 s
- 1
是T的

另一个不动点 .

　　情况 2: 若 o(s )≠ 3.

　　这时 S中必另含 3阶元 ,记为 t.仍由引理 1. 8,恰

有一个 3-圈同时过边 { 1, t }和边 { 1, t- 1 } ,而过边 { 1,

s
- 1 }没有 3-圈 ,因此 s

- 1也是 T的 1个不动点 .

　　总之 ,T点型稳定 S = X 1 ( 1) ,即对任意 v ∈

X 1 ( 1) , T∈ Av .由于 Av在 X 1 (v )上诱导的置换作用

与 A1在 X 1 ( 1)上诱导的置换作用是置换同构的 ,所

以作为 Av中的 3阶元 ,T仍然点型稳定 X 1 (v ) . 最后

由连通性 ,得T点型稳定整个 V ( X ) = G, 导致T= 1,

矛盾 .说明 3 |A1|,即 A1是 2-群 .

　　定理 2. 2　群 G是弱 4-CI群 ,并且 G的连通 4度

无向 Cay ley图在同构意义下只有 2个 .

　　证明　由弱 4-CI的定义 ,往证群 G的势不超过

4且自逆的生成子集 S都是 CI子集 .根据群 G的结

构 ,只需考虑|S|= 4的情形 .

　　考虑 G的连通 4度无向 Cayley图 X∶ = Cay (G,

S) .由定理 2. 1, 知 A∶ = Aut( X )关于 G的单位元 1

的点稳定子群 A1是 2-群 .又根据置换群理论知 A=

R (G) A1 , R(G)∩ A1= 1,则 R(G)是 A的奇阶 Hall子

群 ,必与 A中同阶 Hall子群都共轭
[ 23]
,再由引理 1. 2,

可得 S是 CI-子集 ,从而 G是弱 4-CI-群 .

　　由引理 1. 7容易证明 , G的 4-元 Cayley生成子集

的集合在群同构 Aut(G)作用下只有 2个轨道 ,代表

元分别为 {a,a
- 1
,ab, (ab)

- 1
}和 {a,a

- 1
,b,b

- 1
} ,所以 G

的连通 4度无向 Cay ley图在同构意义下只有 2个 .

　　引理 2. 1　|Aut(G, S)|= 2.特别 ,如果|A1|≤

4,必然 A1 = Aut (G, S) .

　　证明　 由定理 2. 2,只需考虑 S = {a,a- 1 , s ,

s
- 1} ,其中 s = b或 ab.

　　设 1≠ T∈ Aut(G, S) . 则据引理 1. 7,当 s = b

时 ,只能 a
T
= a,b

T
= b

- 1
;而当 s= ab时 ,只能 a

T
= ab,

b
T
= b

- 1
. 总之 o(T) = 2,从而 Aut(G, S) = 〈T〉是 2

阶群 .

　　 如果 |A1|≤ 4, 易知 |R (G) A1∶R (G)

Aut(G, S)|≤ 2 R (G) 4 R (G) Aut (G, S) 4

A1R(G) = A.由定理 2. 1, R(G)是 A的 Hall子群 ,再

由引理 1. 1, R (G) 4 A A1 = Aut (G, S) .

　　定理 2. 3　 ( 1) A的正规子群 K的阶若含 3因子 ,

则 K≥ R (G) ;

　　 ( 2) A的正规 p-子群是循环群 ,并含于 R(G) ;

　　 ( 3) A的极小正规子群是 p阶循环群 ;

　　 ( 4) A作用在 V (X )上非拟本原 .

　　证明　 ( 1)由定理 2. 1,|A|= |A1| |R (G)|=

2i 3pn ,只有一个 3因子 .若 3||K|且 K4 A,则 K包含

A的全部 Sylow 3-子群 , 即 3||K∩ R(G)|.但 K∩

R (G) 4 R (G)以及 R(G)的含 3因子的正规子群只能

是 R (G)本身 ,可得 R (G)≤ K .

　　 ( 2)取 R (G)的 Sylow p-子群 P ,则 P循环并且

也是 A的 Sy low p-子群 , 因此包含 A的每个正规 p-

子群并使之循环 .

　　 ( 3) 设 N是 A的极小正规子群 ,则 N是特征单

群 ,因而 N是若干个彼此同构单群的直积 .分两种情

况考虑 .

　　情况 1: N可解 .

　　 这时 N是初等交换 q-群 (q是某素数 ) ,作用在

V (X ) = G上的轨道等长 ,因此 q||G|,得 q = 3或 p.

由 ( 1)及 N≥/R (G) ,得 q= p.再由 ( 2)得 N既初等交

换又循环只能是 p阶循环群 .

　　情况 2: N不可解 .

　　由 |A|只有一个 3因子 , 易知 N只能是一个非
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交换单群的直积 ,即 N是非交换单群 .再由引理 1. 5,

知 p = 7, N PSL( 2, 7)是 168阶单群 .但由 3||N|

及 ( 1) ,得 R (G)≤ N ,导致 72||N|= 168,矛盾 .说明

情况 2不会发生 .

　　 ( 4)由 ( 3)可得 .

　　定理 2. 4　|A1|= |Aut(G, S)|= 2.因而 X正

规 ,但非弧传递 .特别 , A是可解群 .

　　证明　由定理 2. 2,不妨设 S = {a ,a
- 1
, s , s

- 1
} ,

其中 s = b或 ab.由定理 2. 3　 ( 3)知 A作用在 V (X )

上非拟本原 .令 K是 A的极大非传递正规子群 . K的

轨道作出的块图记 X K ,则 Val(X K )≤ Val(X ) = 4.

　　包含 1的 K -轨道记为 B , 则 B是 G的子群 .但

是 K≥/R(G)且由定理 2. 3( 1) ,知 3 |K| 3 |B|.所

以|B|= p
j ,其中 1≤ j≤ n.

　　证明 j = n.假设 j < n ,则 B = 〈b
pn- j

〉 ,且 Ba,

Ba
- 1
,Bs ,Bs

- 1
是彼此不同的 4个陪集 ,并且在块图

XK中都与 B相连接 ,于是 Val(X K ) = 4,这说明相邻

2个块的导出子图是完全匹配 ,进而知 K作用在 B上

正则 ,得|K|= |B|= p
j .

　　取商群 A /K的极小正规子群 H /K .由 K的选

择 ,知 H在 V ( X )上传递 ,则 3p
n
||H| 3p||H /K|,

说明 H /K 只能是不可解的特征单群 . 类似定理

2. 3( 2)情况 2的证明 ,也得 p = 7, H /K PSL( 2,

7) .

　　此外 ,由定理 2. 3( 1)及 3||H|得 H≥ R(G) .而

由定理 2. 3( 2) ,得 K < R (G) .实际上 K真包含于

R (G)的 p
n 阶循环 Sylow p -子群内 , 所以 K <

CR( G) (K )≤ CH (K ) .于是 1 < CH ( K ) /K 4 N H (K ) /K

= H /K PSL( 2, 7) ,只能 CH ( K ) /K = H /K ,即

CH ( K ) = H CR (G ) ( K ) = R (G) ,但 R (G)不能中心

化 K ,这一矛盾表明 j = n.

　　于是 B = 〈b〉 , V (X K ) = {B , Ba,Ba
- 1
} , X K是

一个 3-圈 , Aut( XK ) D6 .另外由 K的极大性可推出

A /K < Aut (X K ) |A /K||6 |A||6|K|.

　　再证明 |A1|≤ 4. 由定理 2. 3,就得 |A1|=

|Aut(G, S)|= 2.分两种情况:

　　情况 1: s = b.

　　这时每个块的导出子图是 1个 p
n -圈 ,而圈上每

点恰有 2条边分别连接另个块 .因此相邻个块的导出

子图是完全匹配 .比如块 B上的点 b
j
分别连接块 Ba

和块 Ba
- 1的 2条边是 {bj ,a± 1

b
j }.

　　考虑 K诱导在 B上的作用 .设e取自这个作用的

核 ,则  0≤ j < p
n
, e不动 b

j
,且不能互换 ab

j
与

a
- 1
b
j
, 因此也不动 ab

j
和 a

- 1
b
j
,只能e= 1.说明 K在

B上诱导的作用是忠实的 .然而 B的导出子图是一个

p
n -圈 , 所以 K < Aut (B ) D2pn |A||6|K||6

|D2pn|= 12pn .即得|A1|= |A∶R (G)|≤ 4.

　　情况 2:设 s = ab.

　　 这时每个块内无边且相邻 2块的导出子图是 2

度的二部图 ,因而是一个往返于这 2个块的 2p
n
-圈 .

事实上过顶点 1恰有 2个无公共边的 2pn -圈:

　　C1∶ = [1,a- 1 , sa- 1 ,a- 1 (sa- 1 ) , (sa- 1 ) 2 ,… ,

(sa- 1 ) p
n
- 1 , s- 1 , 1];

　　C2∶ = [1,a, s
- 1
a,a(s

- 1
a) , (s

- 1
a)

2
,… ,

(s- 1
a) p

n- 1 , s , 1 ].

　　已知e∈ A1集型稳定块 B.若e还稳定顶点 1连

向其邻域 S = {a,a- 1 , s , s- 1 }的任一条边 ,不失一般

性 ,设这条边为 { 1,a} ,则e必点型稳定圈 C2 , 进而也

点型稳定另一个圈 C1 ,只能e= 1.说明 A1在 S上诱

导的作用不仅忠实 ,而且 A1 = A
S
1还半正则 ,即有

|A1|= |A
S
1|≤|S|= 4.

参考文献:

[1 ]　 Xu M Y. Automorphism g roups and isomo rphisms of

Cayley digraphs [ J]. Discrete Math, 1998, 182: 309-319.

[ 2]　 Muzychuk M. Adam′s conjecture is true in the square-

fr ee case [ J]. J Combin Theo ry A, 1995, 72: 118-134.

[ 3]　 Muzychuk M . On adam′s conjecture fo r circulant g raphs

[ J]. Disc Math, 1997, 167 /168: 497-510.

[ 4 ]　 Li C H. Isomo rphisms of finite Cay ley g raphs [D ]. Ph D

Thesis at Univ ersity of Western Australia , 1997.

[ 5 ]　孙良 .无向循环图的同构 [ J].数学年刊: A, 1988, 9( 5):

567-574.

[6 ]　 Ma H C. On isomo rphisms of Cay ley dig raphs on dicyclic

g roups [ J]. Austra J of Combin, 1997 ( 16): 189-194.

[ 7 ]　方新贵 .有限交换 2-DCI-群的刻画 [ J].数学杂志 , 1988

( 8): 315-317.

[8 ]　黄琼湘 . Cayley图的同构分解及弱 DCI-子集的充要条

件 [ J].数学研究与评论 , 1998, 18( 2): 281-284.

[9 ]　徐尚进 . 3p阶 Frobenius群的非弱 3-DCI性 [ J].广西科

学 , 2000, 7( 2): 113-117.

[ 10 ]　王殿军 ,胡冠章 ,徐尚进 . 21阶亚循环群的弱 3-DCI性

[ J].系统科学与数学 , 2001 ( 21): 235-242.

[11]　徐尚进 ,张翠 . 4p阶内 2-闭群的 m -DCI-性 [ J].广西师

范大学学报 , 2006 ( 24): 45-48.

[12]　 Lu Z P, Xu M Y. On th e no rmality o f Cay ley g raphs o f

o rder pq [ J]. Australas J Comin, 2003, 27: 81-93.

[ 13 ]　 Young-Gheel Baik, Feng Yanquan, Hyo-Seob Sim, et al.

On the no rmality of Cayley g raph of abelian g roups [ J].

Slg ebra Colloq, 1998, 5: 297-304.

(下转第 112页 Continue on page 112)　　

108 Guangxi Sciences, Vol. 15 No. 2, May 2008



　　 Proof　 Suppose {V i } is a collection of Sub-Hom-

coassociative coalgebras of a Hom-coassociativ e

coalgebra V. By Theorem 2. 1(Ⅰ ) w e know V
⊥
i is an

ideal of V
* , so∑ V i

⊥
i s also an ideal. By Theorem 2.

1(Ⅱ ) , we get (∑ Vi
⊥
)
⊥
is a Sub-Hom-coassociativ e

coalgebra of V. But according to Proposi tion 2. 4, w e

have (∑ V i
⊥ )⊥= ∩ V

⊥⊥
i = ∩ Vi , therefore∩ Vi is

again a Sub-Hom-coassociativ e coalgebra.
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