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摘要:在复数域上 ,研究具有特殊分块矩阵的秩 ,给出几个秩等式 ,并由文献 [ 2]中的一些秩等式得到一些分块矩

阵的 Moore-Penrose逆 .
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Abstract: In the sense of complex number, some rank equali ties through the special facto rizations of

the block matrix are studied in this paper, and some Moore-Penrose inverse of the block matrix are

come th rough some rank qualities and other rank equali ties f rom biliog raphy[2 ] .
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　　矩阵的秩等式是一个古老的课题 ,很多学者对其

进行了研究 .文献 [1]研究几个重要的秩等式 ;文献

[2 ]给出分块矩阵的一些秩等式 ,并由秩等式得到一

些分块矩阵的 Moo re-Penrose逆 .本文研究具有特殊

分解分块矩阵的秩等式 ,并给出一些分块矩阵的

Moore-Penrose逆 .

　　文中 C
m×n
表示复数域上 m× n矩阵 , A

*
表示矩

阵 A的共轭转置 , A表示矩阵 A的共轭 ;若矩阵 A可

逆 ,则 A
- 1表示矩阵 A的逆矩阵 ,R ( A )表示矩阵 A的

值域 ,其他符号和标记与文献 [3]类似 .

1　相关概念和引理

　　在线性代数中 ,复数域上元素 a = a0 + a1 i及其

共轭a = a0 - a1 i满足相似分解等式

　　P
a0+ a1i 0

0 a0 - a1 i
P

- 1 =
a0 - a1

a1 a0
=

h2 (a) , P =
1

2

1 i

- i 1
. ( 1)

很显然 ,矩阵 P满足 P= P
* = P

- 1 . ( 1)式中 P与 a0

和 a1无关 ,即 P通用于任意的复数 a,因此 , ( 1)式可

以称为复数域 C上通用相似分解等式
[4 ]
; ( 1)式中的

矩阵h2 (a)称为复数 a的一个实矩阵表示 ; ( 1)式可以

推广到任意的 2× 2分块矩阵

　　 P
( 2)
m

A0 + A1 i 0

0 A0 - A1 i
P

( 2)
n =

A0 - A1

A1 A0
= h2 ( A ) , P =

1

2

It iIt

- iIt It
,

t = m ,n. ( 2)

　　 显然 P
( 2)
t = ( P

( 2)
t )

- 1
( t = m ,n ) ,且都与矩阵 A0

和 A1无关 .

　　定义 1. 1　设 A∈ Cm×n ,若有矩阵 B∈ Cn×m满

足:

　　 ( i) ABA = A; ( ii) BAB = B; ( iii ) ( AB )* = AB;

( iv ) (BA)
*
= BA, ( 3)

则矩阵 B称为矩阵 A的 Moo re-Penrose逆 ,记为 B =

A
+
.

　　 引理 1. 1
[ 1]
设 A∈ C

m× n
,B∈ C

m× k
,C∈ C

l×n
,那

么有以下的秩等式:

　　 ( i)r ( A, B ) = r ( A) + r (B - AA
-
B ) = r (B ) +

r ( A - BB
-
A) ;

　　 ( ii )r
A

C
= r ( A ) + r (C - CA

-
A ) = r (C ) +
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r ( A - AC
-
C ) ;

　　 ( iii) r
A B

C 0
= r (B ) + r (C ) + r [ ( Im -

BB
-
) A ( In - C

-
C ) ].

　　引理 1. 2[3 ]　设 B∈ Cm× n , A∈ Cm×m和 C∈ Cn×n

为 2个可逆矩阵 .令 M = ABC ,则

　　 r [ ( ABC )+ - C
- 1
B
+
A

- 1 ] = r
　B

BCC
*

+ r [B ,

A
*
AB ] - 2r (B ) . ( 4)

　　引理 1. 3[2 ]　设 B∈ C
m× n , A∈ C

m×m和 C∈ Cn×n

为 2个可逆矩阵 .令 M = ABC ,则

　　 ( i) r (MM
+ - ABB

+
A

- 1 ) = r [B , A* AB ] -

r (B ) ;

　　 ( ii)r (M+
M - C

- 1
B
+
BC ) = r

　B

BCC
*

- r (B ) ;

　　 ( iii) r (M
+

- C
- 1
B
+
A

- 1
) = r (MM

+
-

ABB
+
A

- 1 ) + r (M+
M - C

- 1
B
+
BC ) .

2　主要结论

　　定理 2. 1　设 A, B∈ C
m×n

,如果 p ,q∈ C, pq≠

0,且设

　　M =
A pB

qB A
, N =

A+ pqB 0

0 A - pqB
.

　　 ( i)如果
p
q

= 1,则

　　
A pB

qB A

+

=

P2n

( A+ pqB )+ 0

0 ( A - pqB )
+

P2m , ( 5)

其中

　　P2t = P
- 1
2t =

1

2

It
p
q
I t

q
p
I t - I t

, t = m ,n.

特别地 ,

　　
A iB

iB A

+

=

In In

In - In

( A+ iB )
+

0

0 ( A - iB )
+  

Im Im

Im - Im
.

　　 ( ii)如果 p
q
≠ 1,则

　　 r (M+ - P2nN
+
P2m ) = 2r

A

B
+ 2r [A, B ] -

2r ( A+ pqB ) - 2r ( A - pqB ) . ( 6)

　　 ( iii)
p
q
≠ 1时 , ( 6)式成立当且仅当 R ( A ) 

R ( A+ pqB ) ,并且 R ( A* ) R ( A* - pqB
* ) .

　　证明　矩阵 M显然可以分解为 M = P2mN P2n ,

其中 P2m和 P2n均为非奇异的 ,且有 P
2
2m = I2m ,P2

2n =

I2n .在此情形下 ,由引理 1. 2可得

　　 r [M+ - P
- 1
2n N

+
P

- 1
2M ] = r [M+ - P2nN

+
P2m ] =

r
　 N

N P2n P
*
2n

+ r [　 N , P*2mP2mN ] - 2r ( N ) , ( 7)

其中

P
*
2mP2m =

1
2

Im
q
p
Im

p
q
Im - Im

Im
p
q
Im

q
p
Im - Im

=

1
2

( 1+ |q
p
|) Im ( p

q
- q

p
) Im

(
p
q

-
q
p
) Im ( 1+ |

p
q
|) Im

,

P2nP
*
2n =

1
2

In
p
q
In

q
p
In - In

In
q
p
In

p
q
In - In

=

1
2

( 1+ |p
q
|) In ( q

p
- p

q
) In

(
q
p

-
p
q
) In ( 1+ |

q
p
|) In

.

　　如果 p
q
= 1,则 P

*
2mP2m = I2m , P2nP

*
2n = I2n .因

为 ( 7)式右边为零 ,所以 M = P2nN
+
P2m ,即 ( 5)式 .如

果|
p
q
|≠ 1,则

　　 r [N , P*2mP2mN ] = r  

0 A - pqB A+ pqB 0

A + pq B 0 0 A - pq B

= 2r [A , B ].

类似地 r
　 N

N P2n P
*
2n

= 2r A

B
.

　　定理 2. 2　设 A,B∈ C
m×n

,如果 p ,q∈ C,pq≠

0,且有

　　M =
A pB

qB A
,N =
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A+ pqB 0

0 A - pqB
.

　　 ( i)如果
p
q

= 1,则

　　
A pB

qB A

A pB

qB A

+

=

P2m

A+ pqB 0

0 A - pqB
 

( A+ pqB )
+

0

0 ( A - pqB )+
P2m , ( 8)

　　
A pB

qB A

+
A pB

qB A
=

P2n
( A+ pqB )

+
0

0 ( A - pqB )+
 

A+ pqB 0

0 A - pqB
P2n , ( 9)

其中

　　P2t = P
- 1
2t =

1

2

It
p
q
I t

q
p
I t - I t

, t = m ,n.

特别地 ,

　　
A iB

iB A

A iB

iB A

+

=
Im Im

Im - Im
 

A+ iB 0

0 A - iB

( A+ iB )+ 0

0 ( A - iB )+
 

Im Im

Im - Im
,

　　
A iB

iB A

+
A iB

iB A
=

In In

In - In
 

( A+ iB )+ 0

0 ( A - iB )+
A+ iB 0

0 A - iB
 

In In

In - In
.

　　 ( ii)如果
p
q
≠ 1,则有

　　 r (MM
+ - P2mNN

+
P2m ) = 2r [A,B ] - r ( A+

pqB ) - r ( A - pqB ) , ( 10)

　　 r (M
+
M - P2nN

+
N P2n ) = 2r

A

B
- r ( A +

pqB ) - r ( A - pqB ) . ( 11)

　　 ( iii) p
q
≠ 1时 , ( 8)成立当且仅当 R ( A) 

R ( A+ pqB ) and R( A ) R ( A - pqB ) ; ( 9)成

立当且仅当 R ( A
*
) R ( A

*
+ pqB

*
)且 R ( A

*
) 

R ( A* - pqB
* ) .

　　证明　矩阵 M显然可以分解为 M = P2mN P2n ,

其中 P2m , P2n均为非奇异的 ,且 P
2
2m = I2m , P

2
2n = I2n .

在这种情形下 ,由引理 1. 3有

　　 r (MM
+ - P2mNN

+
P2m ) = r [N , P*2mP2mN ] -

r (N ) , ( 12)

其中

P
*
2mP2m = 1

2

Im
q
p
Im

p
q
Im - Im

Im
p
q
Im

q
p
Im - Im

=

1
2

( 1+ |
q
p
|) Im (

p
q

-
q
p
) Im

(
p
q

-
q
p
) Im ( 1+ |

p
q
|) Im

 

P2nP
*
2n =

1
2

In
p
q
In

q
p
In - In

In
q
p
In

p
q
In - In

=

1
2

( 1+ |
p
q
|) In (

q
p

-
p
q
) In

(
q
p

-
p
q
) In ( 1+ |

q
p
|) In

.

　　如果 p
q
= 1,则 P

*
2mP2m = I2m , P2nP

*
2n = I2n .因

此 ( 12)式的右边为零 ,所以 M = P2mNN
+
P2m ,即 ( 8)

式 .如果
p
q
≠ 1,则有

　　 r [N , P*2mP2mN ] = r  

0 A - pqB A+ pqB 0

A + pq B 0 0 A - pq B

=

2r [A , B ].

因此 ( 12)式变为 ( 10)式 .类似地 ( 9)式和 ( 11)式同

理可得 .

　　定理 2. 3　设 A ,B∈ Cm× n .如果 0≠ p∈ C,且

设

　　M =
A p

2
B

B A
,N =

A+ pB 0

0 A - pB

　　 ( i)如果|p|= 1,则

A p
2
B

B A

A p
2
B

B A

+

= P2m

A+ pB 0

0 A - pB
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( A+ pB )+ 0

0 ( A - pB )+
P2m , ( 13)

　　
A p

2
B

B A

+
A p

2
B

B A
=

P2n

( A+ pB )+ 0

0 ( A - pB )+
 

A+ pB 0

0 A - pB
P2n , ( 14)

其中

　　P2t = P
- 1
2t =

1

2

It p It

p
- 1
It - I t

, t = m ,n.

　　 ( ii)如果|p|≠ 1,则

　　 r (MM
+ - P2mNN

+
P2m ) = 2r [A,B ] - r ( A+

pB ) - r ( A - pB ) . ( 15)

　　 r (M+
M - P2nN

+
N P2n ) = 2r

A

B
- r ( A+ pB )

- r ( A - pB ) . ( 16)

　　 ( iii)|p|≠ 1时 , ( 13)成立当且仅当 R ( A) R ( A

+ pB )且 R ( A ) R ( A - pB ) ; ( 11)成立当且仅当

R ( A* )  R( A* + pB
* ) 且 R( A* )  R ( A* -

pB
*
) .

　　类似地 ,我们可以得到

　　定理 2. 4　设 A0 , A1 , A2 , A3∈ Cm×n .如果λ,_∈

C且有λ_ ≠ 0,则有

　　M =

A0 λ2 A1 _ 2
A2 _ 2λ2 A3

A1 A0 _
2
A3 _

2
A2

A2 λ2 A3 A0 λ2A1

A3 A2 A1 A0

, N =

N 1 0 0 0

0 N 2 0 0

0 0 N 3 0

0 0 0 N 4

, ( 17)

其中

　　N 1 = A0 + λA1 + _ A2+ _λA3 , N 2 = A0 - λA1

+ _ A2 - _λA3 , N 3 = A0+ λA1 - _ A2 - _λA3 , N 4 =

A0 - λA1 - _ A2 + _λA3 .

　　 ( i)如果|λ|= 1,|_|= 1,则

　　

A0 λ2 A1 _ 2
A2 _ 2λ2 A3

A1 A0 _
2
A3 _

2
A2

A2 λ2 A3 A0 λ2A1

A3 A2 A1 A0

+

=

Q
( 4 )
n

N 1
+

0 0 0

0 N 2
+ 0 0

0 0 N 3
+

0

0 0 0 N 4
+

Q
( 4)
m , ( 18)

其中

　　 Q
( 4)
t = (Q( 4)

t ) - 1 =

1
2

It λIt _ It λ_ I t

λ- 1
It - It λ- 1_ It - _ It

_
- 1
I t λ_

- 1
I t - I t - λIt

λ_ - 1
It - _ - 1

It - λ- 1
I t I t

, t = m ,n.

　　 ( ii )如果 |λ|≠ 1,|_|≠ 1,则

　　 r (M
+

- Q
( 4)
n N

+
Q

( 4)
m ) = 2r

A0

A1

A2

A3

+ 2r [A0 , A1 , A2 ,

A3 ] - 2r (N 1 ) - 2r ( N 2 ) - 2r ( N 3 ) - 2r (N 4 ) . ( 19)
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