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摘要:给出加权 Hardy空间上的有界复合算子的伴随表达式 ,并验证文献 [3 ]中复合算子的 Cowen伴随表示定

理为该伴随表达式的特例 .
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Abstract: Representation formula of adjoint of bounded composition operator on w eighted Hardy

spaceis are giv en, and w e verify that Cow en 's adjoint representation theorem of composition
operato r in reference [3] is special case of our representation formula.
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　　在复合算子理论中 ,求出复合算子的伴随表达是

一个很有趣的问题 [1, 2 ] ,围绕它可以开展许多研究工

作 [3～ 5 ] ,但是对一般的复合算子 ,到现在为止还没有

得出关于它的明确表达式 .本文给出加权 Hardy空

间 H
2 (U)上的有界复合算子伴随的表达式并验证了

复合算子中的 Cow en伴随表示定理为其特例 .

1　相关概念

　　设 D为复平面 C上的以零点为圆心的单位圆

盘 , H (D )为 D上的所有解析函数组成的空间 .令

f (z ) , g (z ) ∈ H (D ) , f (z ) = ∑
∞

n= 0

f n z
n ,g (z ) =

∑
∞

n= 0

gnz
n ;令  f 2U = ∑

∞

n= 0

|f n|2U2 (n) , 〈f ,g〉U = ∑
∞

n= 0

f n

gnU
2
(n) ,其中 U(n) > 0(n≥ 0) ;设 H

2
(U) = { f ∈

H (D ):  f U <+ ∞ }.易证    U为 H
2 (U)的范数且

使得 H
2 (U)成为 Hilbert空间 ,本文称 H

2 (U)为加权

Hardy空间 .当U(n)≡ 1(n≥ 0)时 , H
2
(U)为 H

2
,即

经典 Hardy空间 .

117广西科学　 2008年 5月　第 15卷第 2期

DOI : 10. 13656 /j . cnki . gxkx . 2008. 02. 006



　　注　文献 [3]的定理 2为定理 2. 1的特例

　　推论 2. 1　若h(z ) = (Tz + U) / (Vz + W)为 D

上的线性分式自映射 ,此处 TW- UV≠ 0,e(z ) =

Tz - V-

- Uz + W-
,g (z ) =

1

- Uz + W
,h (z ) = Vz + W,则在

H
2
上 C

*
h = TgCeT

*
h .

　　证明　由定理 2. 1并注意U(n)≡ 1(n∈ N∪

{ 0} ) ,有

　　C
*
h f (z ) = ∑

∞

n= 0

f 0hn0zn + ∑
∞

n= 1

z
n∑
∞

q= 1

f q∑
n - 1

p= 0

C
n- p - 1
n  

hn - p- 1
0 ∑

s
1
+ …+ s

p+ 1
= q, s

1
,… , s

p+ 1
> 0
hs

1
… hs

p+ 1
=

f 0

1 - h0z
+

∑
∞

q= 1

f q∑
∞

n= 1
∑
n - 1

p= 0

z
n
C

n- p - 1
n hn- p - 1

0  

∑
s1+ …+ sp+ 1= q,s1,… ,sp+ 1> 0

hs
1
… hs

p+ 1
=

f 0
1 - h0z

+

∑
∞

q= 1
f q∑

∞

p= 0
∑
∞

n= p+ 1
z
n
Cn

n- p- 1
h
n - p- 1
0 ∑

s
1
+ …+ s

p+ 1
= q ,s

1
,… , s

p+ 1
> 0

hs
1
… hs

p+ 1
=

f 0

1 - h0z
+ ∑

∞

q= 1

f q∑
q- 1

p= 0

z
p+ 1

( 1 - h0z ) p+ 2  

∑
s
1
+ …+ s

p+ 1
= q,s

1
,… ,s

p+ 1
> 0

hs
1
… hs

p+ 1
.

　　再分 2步来证明 .

　　 ( 1) 若 h(z ) =
b + cz
1 - az

= (b + cz )∑
∞

n= 0
a
n
z
n
=

∑
∞

n= 0
a
n
b z

n + ∑
∞

n= 0
a
n
cz

n+ 1 = b + ∑
∞

n= 1
(an b+ a

n- 1
c)zn =

b+ ∑
∞

n= 1

a
n - 1 (ab+ c)zn .

所以有

　　C
*
h f (z ) =

f
^
0

1 - bz
+ ∑

∞

n= 1
f
^
n∑
n- 1

p= 0
∑

s
1
+ …+ s

p+ 1
= n,s

t
> 0

z
p+ 1∏

p+ 1

t= 1
(ab + c) ast- 1

( 1 - bz ) p+ 2 =
f
^

0

1 - bz
+

∑
∞

n= 1
f
^
n∑
n- 1

p= 0
∑

s
1
+ …+ s

p+ 1
= n ,s

t
> 0

(a b+ c
-) p+ 1

a
-n - p- 1

z
p+ 1

( 1 - b
-
z )p+ 2 =

f 0
1 - b

-
z
+ ∑

∞

n= 1

f
^
nz (a-b-+ c

-)

( 1 - b
-
z )

2 ∑
n- 1

p= 0

C
p
n - 1a-n - 1- p

[
(ab-+ c

-)z
1 - b

-
z

]p =
f
 

0

1 - b
-
z
+ ∑

∞

n= 1

f
 
nz (a-b-+ c

-)
( 1 - b

-
z ) 2

[a-+

(ab-+ c
-)z

1 - b
-
z

]n- 1 =
f
^

0

1 - b
-
z

+ ∑
∞

n= 1

f
^
nz (a-b-+ c

-)
( 1 - b

-
z ) 2

(
a+ c

-
z

1 - b
-
z
)n - 1 .

　　若 h(z ) =
a′z + b′
c′z + d′

=

b′
d′

+
a′
d′
z

1 - ( - c′
d′
)z

, (d′≠ 0)

设 a = -
c′
d′

,b =
b′
d′

,c=
a′
d′

,由此 ,

　　C
*
h f (z ) =

f
^

0

1 -
b
-′
d
-′
z
+

∑
∞

n= 1

f
^
nz ( -

c
-′
d-′

b
-′
d-′+

a
-′
d-′)

( 1 -
b
-′
d
-′
z ) 2

(
-

c
-′
d-′+

a
-′
d-′z

1 -
b
-′
d
-′
z

)n- 1 =

f
^
0d
-′

d
-′- b

-′z
+ ∑

∞

n= 1

f
^
nz ( - c

-′b-′+ a
-′d-′)

(d-′- b
-′z ) 2

(
- c

-′+ a
-′z

d
-′- b

-′z
)n- 1 .

　　 ( 2)设 f (z ) = ∑
∞

n= 0
f
^
nz

n
,g (z ) = ∑

∞

n= 0
g
^
nz

n
,h (z ) =

∑
∞

n= 0
h
^
nz

n
, Th

*
f = ∑

∞

n= 0
an z

n
,则

　　h (z )g (z ) = ∑
∞

n= 0
(∑

n

k= 0
h
^
k g

^
n- k )zn ,∑

∞

n= 0
an g

^
n =

　　〈T*h f (z ) ,g (z )〉 =
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一个 Lucas三角形 ,则
Ln+ k

d
≡ 1( mod4) ,其中 d = (Ln ,

Ln+ k ) .

　　证明 　 由引理 3知 ,d = ( Ln , Ln+ k ) = ( Ln+ k ,

1
2 L

n ) .设此三角形底边上的高为 h ,则 h
2
= L

2
n+ k -

1
4
L

2
n ,变形得

h
2

d
2 =

L
2
n+ k

d
2 -

L
2
n

4d2即 (
h
d
) 2 + (

Ln

2d
) 2 =

(
Ln+ k

d
) 2 , (

h
d
,
Ln

2d
,
Ln+ k

d
)为本原商高数 ,于是

Ln+ k

d
≡

1( mod4) .

　　引理 5　如果边长为 Ln ,Ln+ k ,Ln+ k的三角形是

一个 Lucas三角形 ,则
Ln+ k

d
+

Ln

2d ,
Ln+ k

d
-

Ln

2d都是平方

数 ,其中 d = ( 1
2
Ln , Ln+ k ) .

　　证明　由引理 4知
h

2

d
2 =

L
2
n+ k

d
2 -

L
2
n

4d2 = (
Ln+ k

d
+

Ln

2d
) (
Ln+ k

d
-

Ln

2d
) ,而

h
2

d
2是一个平方数 ,并且

Ln+ k

d
+

Ln

2d

和
Ln+ k

d
-

Ln

2d
互素 ,故

Ln+ k

d
+

Ln

2d
,
Ln+ k

d
-

Ln

2d
都是平方

数 .

2　主要结论

　　定理 1　不存在边长为 Ln - k ,Ln , Ln ( 1≤ k < n)

的 Lucas三角形 .

　　 证明 　 假设存在以 Ln , Ln+ k , Ln+ k 为边长的

Lucas三角形 .由引理 4知
Ln+ k

d
≡ 1( mod4) ,则

Ln+ k

d
+

Ln
2d
≡ 1+

Ln

2d
( mod4) ,

Ln+ k

d
-

Ln

2d
≡ 1 -

Ln

2d
( mod4) .

若
Ln

2d
≡ 1( mod4) ,则

Ln+ k

d
+

Ln
2d
≡ 2( mod4) ,由引理 5

知这不可能成立 ; 若
Ln

2d
≡ 2( mod4) ,则

Ln+ k

d
+

Ln

2d
≡

3( mod4) ,由引理 5知这也不可能成立 ; 若
Ln

2d
≡

3( mod4) ,则
Ln+ k

d
+

Ln

2d
≡ 2( mod4) ,同样由引理 5知

这不可能成立 .故
Ln

2d
≡ 1( mod4) ,于是 8|Ln .

　　对 Lucas数列 {Ln }取模 8,得到剩余类周期为 12

的剩余类序列: 1, 3, 4, 7, 3, 2, 5, 7, 4, 3, 7, 2,…… 所

以 Ln≠ 0(mod8) ,这与 8|Ln矛盾 .故假设不成立 ,即

不存在以 Ln ,Ln+ k ,Ln+ k为边长的 Lucas三角形 .
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〈f (z ) , Th g (z )〉 = 〈f (z ) ,h(z ) g (z )〉 = ∑
∞

n= 0
f
^
n (∑

n

k= 0
g
^
k

h
^
n- k ) = ∑

∞

n= 0
∑

n

k= 0
f
^
n g

^
k h

^
n- k =

∑
∞

k= 0
g
^
k∑
∞

n= k

f
^
n h

^
n- k = ∑

∞

n= 0
g
^
n∑
∞

k= n

f
^
k h

^
k- n ,

比较得 an = ∑
∞

k= n

f
^
k h

^
k- n .

　　若 h (z ) = cz + d ,e(z ) =
a
-
z - c

-

- b
-
z + d

- , g(z ) =

1
- b

-
z + d

-,则 an = f
^
n d + f

^
n+ 1c

-,

　　 TgCeT
*
h f = TgCe [∑

∞

n= 0
( f
^
n d + f

^
n+ 1c

-)z
n
] =

1
- b

-
z + d

-∑
∞

n= 0

( f
^
n d + f

^
n+ 1c

-) [ a
-
z - c

-

- b
-
z + d

- ]n =

f
^
0d
-

- b
-
z + d

- + 1
- b

-
z + d

-∑
∞

n= 1

f
^
n { d [ a

-
z - c

-

- b
-
z + d

- ]n +

c
-[

a
-
z - c

-

- b-z + d- ]
n- 1

} =
f
^

0d
-

- b-z + d-+
1

- b-z + d-  

∑
∞

n= 1
f
^
n
z ( - c

-
b
-+ a

-
d
-)

d
- - b

-
z

[
a
-
z - c

-

- b
-
z + d

- ]
n- 1

.

比较可以得出推论 2. 1成立 .
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