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摘要:在不要求极限 f 0 , f ∞是 0或∞且 f - g≥ 0的条件下 ,利用锥不动点定理 ,获得一类非线性脉冲时滞微分

方程至少存在 1～ 2个正k-周期解的充分条件 .
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Abstract: By using the fixed-point theo rem, some sufficient conditions were obtained for the

existence and multiplici ty solutions of posi tiv e periodic solutions of a class of nonlinear dif ferential

equation wi th impulsiv e and delay.
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　　近年来 ,脉冲泛函微分方程的周期解问题受到人

们的广泛关注 [1～ 3 ] ,文献 [1 ]研究脉冲泛函微分方程

　　
y′( t ) = - ay ( t ) + f ( t ,y ( t - f) ) , t≠ tk ,

Δy ( t ) = Ik ( y ( t- ) ) , t = tk ,k = 1, 2,…
( 1)

的正周期解的存在性 .文献 [2]研究非自治时滞脉冲

微分方程

　　
y′( t ) = - a( t ) y ( t ) + f ( t , y ( t - f) ) , t≠ tk ,

Δy ( t ) = Ik ( y ( t
-
) ) , t = tk ,k = 1, 2,…

( 2)

的正周期解的存在性 ,改进了文献 [1 ]的相关结果 .

但文献 [1, 2]的结果都要求 f ≥ 0且其极限 f 0 , f∞都

是 0或∞ ,而且只获得至少存在一个周期解的充分条

件 .文献 [4]研究时滞泛函微分方程

　　 x′( t ) = - a( t , x ( t ) ) x ( t ) + f ( t ,xt ) - g ( t ,xt )

( 3)

的正周期解的存在性 ,不再要求 f ( t ,xt ) - g ( t ,xt )≥

0,但所要求的极限还是 0或∞ .对于一类更为广泛的

非线性脉冲时滞微分方程

　　

x′( t ) = - h ( t ,x ( t ) ) + f ( t , x ( t - f) ) -

　　g ( t ,x ( t - f) ) , t≠ tk ,

Δx ( t ) = Ik (x ( t
-
) ) , t = tk ,

( 4)

其中 h∈ C (R× R
+ , R+ ) ,h ( t+ k, x ) = h( t ,x ) , f ,

g∈ C ( R× R
+
,R

+
) , f ( t+ k, x ) = f ( t , x ) ,g ( t+ k,

x ) = g ( t , x ) , Ik ∈ C ( R+ , R+ ) , tk ∈ R且 tk+ 1 > tk ,

lim
k→∞

tk = ∞ ,Δx ( tk ) = x ( t+k ) - x ( t-k ) ,k∈ Z( Z为整数

集 ) ,这里 x ( t+k ) ,x ( t-k )分别表示 x ( t )在 t = tk处的右

极限和左极限 ,且 x ( t+k ) = x ( tk ) , R+ = [0, + ∞ ) ,k

> 0为常数 ,本文利用锥不动点定理 ,在不要求极限

f 0 , f∞是 0或∞且 f - g≥ 0的条件下 ,获得了方程

( 4)周期解的存在性和多解性的充分条件 ,推广和改

进了 [1, 2, 4]的相关结果 .

　　不失一般性 ,假设 [0,k]∩ {tk: k∈ Z } = ( t 1 , t2 ,

… , tp } ,h ( t , x )满足条件:

　　 ( H1 )存在非负连续k-的周期函数 a1 ( t ) ,a2 ( t ) ,

使得 a1 ( t ) x≤ h ( t , x ) ≤ a2 ( t )x , x > 0,且∫
k

0
a1 ( t ) dt

> 0.

1　预备知识

　　 令 E = {x ( t ): x ( t ) ∈ PC ( R, R ) ,x ( t + k) =

119广西科学　 2008年 5月　第 15卷第 2期

DOI : 10. 13656 /j . cnki . gxkx . 2008. 02. 007



x ( t ) } ,其中 PC (R , R) = { x: R→ R|当 t≠ tk时 x ( t )

是连续的 ,当 t= tk时 ,x ( t+k )和 x ( t-k )都存在且 x ( t+k )

= x ( tk ) } .对 x∈ E,定义范数为 x = sup
t∈ [0,k]

|x ( t )|,

那么 E是一个 Banach空间 .记

　　R′= R - {tk } , G( t , s ) =

exp(∫
s

t

h(a, x (a) )
x (a)

da)

exp(∫
k

0

h (a,x (a) )
x (a)

da) - 1
.

　　引理 1　对于 x∈ PC ( R ,R ) ∩ C
1 ( R′,R ) ,方程

( 4)存在一个k-周期解当且仅当积分方程

　　 x ( t ) =∫
t+ k

t
G( t , s ) [f (s ,x (s - f) - g (s ,x (s -

f) ) ]ds+ ∑
t < t

k
< t+ k

G( t , tk ) Ik (x ( t-k ) )

存在一个k-周期解 .

　　引理 2
[5, 6 ]

　设 X是一个 Banach空间 , K是 X中

的一个锥 .假定K1 ,K2是 X中的开集 ,且 0∈ K1 ,K1 

K2.设H: K∩ (K2 \K1 ) → K是全连续算子 ,满足

　　 ( i) Hx ≤  x ,当 x ∈ K∩  K1;

　　 ( ii)存在J∈ K \ { 0}满足 x≠ Hx+ λJ,当 x∈

K∩  K2 ,λ> 0.

或者

　　 ( i* ) Hx ≤  x ,当 x ∈ K∩  K2 ;

　　 ( ii* )存在J∈ K \ { 0}满足 x ≠ Hx + λJ,当 x

∈ K∩  K1 ,λ> 0.

则H在 K∩ (K2 \K1 )中有一个不动点 .

　　定义算子 A: E→ E,

　　 ( Ax ) ( t ) =∫
t+ k

t
G( t , s ) [f (s ,x (s - f) ) - g (s, x (s

- f) ) ]ds+ ∑
t < t

k
< t+ k

G( t , tk ) Ik (x ( t
-
k ) ) . ( 5)

显然 ,寻找方程 ( 5)的k-周期解等价于在 E中寻找映

射 A的不动点 .

　　设 ( H1 )满足 ,并且记

　　M 1 = inf
0≤ t≤ s≤k

exp(∫
s

t
a1 (a) da) ,M 2 =

sup
0≤ t≤ s≤k

exp(∫
s

t
a2 (a) da) ,

　　k1 = exp(∫
k

0
a1 ( t ) dt ) ,k2 = exp(∫

k

0
a2 ( t )dt ) ,W=

M1 (k1 - 1)
M2 (k2 - 1)

.

显然 ,
M 1

k2 - 1
≤ G( t , s ) ≤

M 2

k1 - 1
, 0 < W< 1.

　　再假设:

　　 ( H2 )存在常数V( 0 < V < W< 1) ,使得

　　∫
k

0
f ( t , x ( t - f) )dt≥

M 2 (k2 - 1) - VM 1 (k1 - 1)
M 1 (k1 - 1) - VM 2 (k2 - 1)∫

k

0
g ( t ,x ( t - f) ) dt , x

∈ E ,x ( t ) ≥ 0, x ( t ) ≥ V x .

　　 在 E中定义锥 K = { x ∈ E: x ( t ) ≥ 0,x ( t ) ≥

V x } .

　　引理 3　 A (K )  K .

　　证明　 x ∈ K ,有 x ( t ) ≥ 0,x ( t ) ≥ V x .又

　　
M2 (k2 - 1) - VM1 (k1 - 1)

M1 (k1 - 1) - VM2 (k2 - 1)
≥

M 2 (k2 - 1)

M 1 (k1 - 1)
,

所以 ,由条件 ( H2 )得

　　∫
k

0
f ( t , x ( t - f) ) dt ≥

M2 (k2 - 1)
M1 (k1 - 1)∫

k

0
g ( t ,x ( t -

f) ) dt ,即

　　
M1

k2 - 1∫
k

0
f ( t ,x ( t - f) ) dt≥

M2

(k1 - 1)∫
k

0
g ( t , x ( t

- f) ) dt.

则 ( Ax ) ( t ) =∫
t+ k

t
G( t , s ) [ f (s, x (s- f) ) - g (s, x (s-

f) ) ]ds+ ∑
t < t

k
< t+ k

G( t , tk ) Ik ( x ( t
-
k ) )≥

M1

k2 - 1∫
k

0
f (s , x (s

- f) ) ds -
M2

k1 - 1∫
k

0
g (s, x (s - f) ) ds≥ 0.

由 ( 5)式和条件 ( H2 )得

　　 ( Ax ) ( t ) ≥
M 1

k2 - 1∫
k

0
f (s ,x (s - f) ) ds -

M2

k1 - 1∫
k

0
g (s , x (s - f) )ds+

M1

k2 - 1 ∑
0 < t

k
<k
Ik (x ( t-k ) )≥

V[
M 2

k1 - 1∫
k

0
f (s, x (s - f) ) ds -

M 1

k2 - 1∫
k

0
g (s , x (s -

f) ) ds+
M 2

k1 - 1 ∑
0 < t

k
<k
Ik (x ( t

-
k ) ) ].

又由 ( 5)式得

　　 Ax ≤
M 2

k1 - 1∫
k

0
f (s, x (s - f) ) ds -

M1

k2 - 1∫
k

0
g (s ,x (s - f) ) ds+

M2

k1 - 1 ∑
0 < t

k
<k
Ik ( x ( t-k ) ) .

从而

　　 ( Ax ) ( t ) ≥ V[
M2

k1 - 1∫
k

0
f (s , x (s - f) )ds -

M1

k2 - 1∫
k

0
g (s ,x (s - f) ) ds +

M 1

k2 - 1 ∑
0 < t

k
<k
Ik ( x ( t-k ) ) ]

≥ V Ax .

故 A ( K )  K .

　　引理 4　算子 A是全连续的 .

2　主要结果

　　定理 1　假设条件 ( H1 )、 ( H2 )成立 ,并且满足:

　　 ( H3 ) lim
u→ 0

+
inf

M 1

k2 - 1
f ( t ,u ) -

M 2

k1 - 1
g( t ,u)

u
>
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1
k, lim

u→+ ∞
inf

M1

k2 - 1
f ( t , u) -

M2

k1 - 1
g ( t ,u )

u
>

1
k

, t∈ [0,k];

　　 ( H4 )存在常数 R1 > 0,使得

　　 f ( t , u) <
R1

k
, t∈ [0,k] , 0≤ |u|≤ R1 .

　　 ( H5 )存在常数 N 1 ≥ 0,对 k使得 |Ik ( x )|≤

N 1|x|.

则当
M2

k1 - 1( 1+ pN 1 ) < 1时 ,方程 ( 4)至少存在 2个

正k-周期解 .

　　证明　由条件

lim
u→ 0

+
inf

M1

k2 - 1
f ( t ,u) -

M2

k1 - 1
g ( t ,u )

u
> 1

k
知 ,存在

常数X> 0和 r1 ( 0 < r1 < R1 ) ,使得

　　
M1

k2 - 1
f ( t ,u ) -

M 2

k1 - 1
g ( t ,u) ≥

1
k
u, t∈ R,

0 < u≤ r 1 . ( 6)

因此 ,对 x∈ K且  x = r 1 ,有 r 1≥ x ( t )≥ V x =

Vr1 > 0.

　　取J≡ 1,当 t∈ R时 ,证明

　　 x ≠ Ax + λJ (x ∈ K∩  K1且λ> 0) , ( 7)

其中 ,K1 = {x ∈ E:  x < r 1} .若不然 ,存在 x 0 ∈ K

∩  K1和λ0 > 0满足 x 0 = Ax 0+ λ0J.

　　设_ = min
t∈ R

x 0 ( t ) ,则对一切 t∈ R ,由 ( 4)式和 ( 5)

式有

　　 x0 ( t ) = ( Ax 0 ) ( t )+ λ0 =∫
t+ k

t
G( t , s) [ f (s ,x 0 (s -

f) ) - g (s ,x 0 (s - f) ) ]ds+ ∑
t < t

k
< t+ k

G( t , tk ) Ik ( x0  

( t-k ) ) + λ0 ≥∫
t+ k

t
G( t , s) [ f (s ,x 0 (s - f) ) -

g (s, x0 (s - f) ) ]ds+ λ0 ≥∫
t+ k

t
[
M 1

k2 - 1f (s ,x 0 (s -

f) ) -
M2

k1 - 1g (s ,x
0 (s - f) ) ]ds≥ _ + λ0 .

可知 _ ≥ _ + λ0 .矛盾 ,从而 ( 7)式成立 .

　　另一方面 ,由条件

lim
u→+ ∞

inf

M1

k2 - 1
f ( t ,u) -

M2

k1 - 1
g ( t ,u )

u
>

1
k知 ,存在

常数X> 0和 r
-
2 (r-2 > R1 ) ,使得

　　
M1

k2 - 1
f ( t ,u ) -

M 2

k1 - 1
g ( t ,u) ≥

1
k
u, t∈ R,

u > r-2 . ( 8)

取 r 2>
r-2

V
,则对 x∈ K且 x = r2 ,有 x ( t )≥ V x 

= Vr2 > r
-
2 > R1 .由 ( 5)式和 ( 8)式 ,用类似方法可得

　　 x≠ Ax + λJ, x ∈ K∩  K2 ,λ> 0. ( 9)

这里K2 = { x|x ∈ E:  x < r2 } ,J≡ 1.

　　取 K3 = {x|x ∈ E:  x < R1 } ,对 x ∈ K∩

 K3 ,有  x ≤ R1 ,再由条件 ( H4 )和 ( H5 )得

　　 Ax ≤ ∫
t+ k

t
G( t , s ) f (s ,x (s - f) ) ds +

∑
t < t

k
< t+ k

G( t , tk ) Ik (x ( t
-
k ) ) ≤

M2

k1 - 1
[∫

t+ k

t
f (s ,x (s -

f) ) ds+ ∑
t < t

k
< t+ k

Ik (x ( t-k ) ) ]≤
M2

k1 - 1
(R1+ pN 1R1 )≤

R1 ≤  x .

这意味着 ,对 x ∈ K∩  K3 ,有  Ax ≤  x .

　　两次应用引理 2知 ,算子 A存在 2个不动点 x1 ,

x2 ,其中 x1 ∈ K∩ (K3 \K1 ) ,x 2 ∈ K ∩ (K2 \K3 ) ,且

 x1 ≥ Vr 1 > 0, x2 ≥ Vr 2 > 0,则方程 ( 4)至少存在

2个正k-周期解 x1 ( t ) ,x 2 ( t ) .

　　 推论 1　 假设条件 ( H1 )、 ( H2 )、 ( H4 )和 ( H5 )成

立 ,并且满足

　　 ( H*2 ) lim
u→ 0+

inf

M 1

k2 - 1
f ( t ,u ) -

M 2

k1 - 1
g( t ,u)

u
=

+ ∞ , lim
u→ + ∞

inf

M 1

k2 - 1
f ( t ,u ) -

M 2

k1 - 1
g ( t ,u )

u
=

+ ∞ .

则
M 2

k1 - 1
( 1+ pN 1 ) < 1时 ,方程 ( 4)至少存在 2个正

k-周期解 .

　　定理 2　假设条件 ( H1 )、 ( H2 )和 ( H5 )成立 ,并且

存在常数 R2 > 0,满足

　　 ( H6 ) lim
u→ 0+

max
f ( t ,u )

u
<

1
k
, lim
u→+ ∞

max
f ( t ,u)
u

<

1
k, t∈ [0,k];

　　 ( H7 )
M1

k2 - 1
f ( t ,u) -

M 2

k1 - 1
g( t ,u) >

R2

k
, t∈

[0,k] ,VR2≤ |u|≤ R2 ,

则当
M2

k1 - 1( 1+ pN 1 ) < 1时 ,方程 ( 4)至少存在 2个

正k-周期解 .

　　证明　由条件 lim
u→ 0+

max
f ( t ,u)
u

<
1

k
知 ,存在常

数X> 0和 r3 ( 0 < r3 < R2 ) ,使得

　　 f ( t ,u ) ≤
1

k
u, t∈ R , 0≤ u≤ r3 . ( 10)

　　取 K4 = { x|x ∈ E:  x < r3 } ,对  x ∈ K∩

 K3 ,有  x ≤ r 3 .于是由 ( 5)式和 ( 10)式及条件 ( H5 )

有

　　 Ax ≤ ∫
t+ k

t
G( t , s ) f (s ,x (s - f) ) ds +
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∑
t < t

k
< t+ k

G( t , tk ) Ik ( x ( t-k ) ) ≤
M2

k1 - 1
[∫

t+ k

t
f (s , x (s -

f) ) ds+ ∑
t < t

k
< t+ k

Ik (x ( t-k ) ) ]≤
M2

k1 - 1
( R2+ pN 1R2 ) <

R2 =  x .

这意味着 ,对 x∈ K∩  K4 ,有  Ax ≤  x .

　　再由条件 lim
u→+ ∞

max
f ( t ,u)
u

<
1

k
知 ,存在常数X

> 0和 r
-
4 (r-4 > R2 ) ,使得

　　 f ( t , u) ≤ 1
k
u , t∈ R,u > r-4 . ( 11)

取 r 4>
r-4

V
,则对 x∈ K且 x = r2 ,有 x ( t )≥ V x 

= Vr4 > r
-
4 > R2 .

　　由 ( 5)式和 ( 11)式用相同的方法 ,可证得  Ax 

≤  x , x∈ K∩  K5 ,其中K5 = {x|x∈ E:  x <

r4} .

　　另一方面 ,由取K6 = {x|x ∈ E:  x < R2} ,对

 x ∈ K∩  K6 ,有  x ≤ R2 .

　　取J≡ 1,当 t∈ R时 ,往证

　　 x ≠ Ax + λJ (当 x ∈ K∩  K6且λ> 0) .

( 12)

若不然 ,存在 x 0∈ K ∩  K6和λ0 > 0满足 x 0 = Ax 0

+ λ0J.

　　设 _ = min
t∈ R

x 0 ( t ) ,则_ ≤ R2.则对一切 t∈ R ,由

条件 ( H7 )有

　　 x0 ( t ) = ( Ax 0 ) ( t )+ λ0 =∫
t+ k

t
G( t , s) [ f (s ,x 0 (s -

f) ) - g (s ,x 0 (s - f) ) ]ds+ ∑
t < t

k
< t+ k

G( t , tk ) Ik ( x0  

( t
-
k ) ) + λ0 ≥∫

t+ k

t
G( t , s) [ f (s ,x 0 (s - f) ) -

g (s, x0 (s - f) ) ]ds+ λ0 ≥∫
t+ k

t
[
M 1

k2 - 1
f (s ,x 0 (s -

f) ) -
M2

k1 - 1
g (s ,x 0 (s - f) ) ]ds≥ R2 + λ0 > R2 .

这与 _ ≤ R2矛盾 ,从而 ( 12)式成立 .

　　两次应用引理 2知 ,算子H存在 2个不动点 x
*
1 ,

x
*
2 ,其中 x

*
1 ∈ K ∩ (K6 \K4 ) ,x

*
2 ∈ K ∩ (K5 \K6 ) ,

 x*1  ≥ Vr3 > 0, x*2  ≥ VR2 > 0,则方程 ( 4)至少存

在 2个正k-周期解 x
*
1 ( t ) ,x

*
2 ( t ) .

　　推论 2　假设条件 ( H1 )、 ( H2 )、 ( H5 )和 ( H7 )成

立 ,并且满足

　　 ( H
*
6 ) lim

u→ 0+
max

f ( t ,u)
u

= 0, lim
u→+ ∞

max
f ( t ,u)
u

= 0,

则当
M2

k1 - 1
( 1+ pN 1 ) < 1时 ,方程 ( 4)至少存在 2个

正k-周期解 .

　　推论 3　假设存在常数 N 1 > 0, R1 > 0, R2 > 0,

且条件 ( H1 )、 ( H2 )和 ( H5 )成立 ,当条件

　　 ( H8 ) lim
u→ 0+

max
f ( t ,u)
u

<
1

k
, t ∈ [0,k];

M1

k2 - 1
f ( t ,u ) -

M2

k1 - 1
g ( t ,u) >

R2

k
, t∈ [0,k] ,

VR2≤ |u|≤ R2 .且
M 2

k1 - 1
( 1+ pN 1 ) < 1;

　　 ( H9 ) lim
u→+ ∞

inf

M 1

k2 - 1
f ( t , u) -

M2

k1 - 1
g ( t ,u )

u
>

1
k

, t∈ [0,k]; f ( t ,u ) <
R1

k
, t∈ [0,k] , 0≤ |u|

≤ R1 ,且
M 2

k1 - 1( 1+ pN 1 ) < 1;

　　 ( H10 ) lim
u→ 0+

max
f ( t ,u )

u
<

1
k

, t ∈ [0,k];

M1

k2 - 1
f ( t ,u ) -

M2

k1 - 1
g ( t ,u) >

R2

k
, t∈ [0,k] ,

VR2≤ |u|≤ R2 .且
M 2

k1 - 1
( 1+ pN 1 ) < 1;

　　 ( H11 ) lim
u→+ ∞

max
f ( t ,u )

u
<

1
k

, t ∈ [0,k];

M1

k2 - 1
f ( t ,u ) -

M2

k1 - 1
g ( t ,u) >

R2

k
, t∈ [0,k] ,

VR2≤ |u|≤ R2 .且
M 2

k1 - 1
( 1+ pN 1 ) < 1;

　　 ( H12 ) f ( t ,u ) <
R1

k
, t∈ [0,k] , 0≤ |u|≤ R1 ;

M1

k2 - 1
f ( t ,u ) -

M2

k1 - 1
g ( t ,u) >

R2

k
, t∈ [0,k] ,

VR2≤ |u|≤ R2 ,其中 R1 ≠ R2 ,且
M2

k1 - 1
( 1+

pN 1 ) < 1,之一成立时 ,方程 ( 4)至少存在 1个正 k-

周期解 .
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