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关于 Lucas三角形猜想*

A Proof of Lucas Triangles Conjecture

林丽娟

LIN Li-juan

(重庆师范大学数学与计算机科学学院 ,重庆　 400047)

( Colleg e of M athematics and Computer, Chongqing Normal University, Chongqing , 400047, China)

摘要: 在 Heron三角形边长为 Luca s数的情况下 , 应用同余法 ,证明不存在边长为 Ln- k , Ln , Ln ( 1≤ k < n)的

Heron三角形 .
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Abstract: Lucas t riangles do no t exist wi th 1≤ k < n has been proved by using cong ruence, w hen

the side of Heron triangle are lucas numbers.
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　　由 F0 = 0, F1 = 1, Fn+ 2 = Fn+ 1 + Fn (n≥ 0)和

L0 = 2,L1 = 1, Ln+ 2 = Ln+ 1+ Ln (n≥ 0)所定义的递

归数列分别称为 Fibonacci数列和 Lucas数列 , Fi和

Li分别称为 Fibonacci数和 Lucas数 . Fibonacci数列

和 Lucas数列的性质一直是数论中重要的研究内容

之一 . 1990年 , H. Harborth和 A. Kemnitz
[1 ]
在研究有

理数距离的构形时提出 Fibonacci三角形猜想 ,与之

平行的还有 Heron三角形猜想 ,即

　　猜想　当 1≤ k < n时 ,不存在边长为 Ln - k ,Ln ,

Ln的 Heron三角形 .

　 　杨仕椿
[2 ]
证明 k = 1, 2, 3时猜想成立 .吴文权

等
[3 ]
通过二元四次丢番图方程证明 k= 5或偶数时猜

想成立 .本文在 Heron三角形边长为 Lucas数的情况

下 ,用同余法证明当 1≤ k < n时猜想成立 .

1　相关定义及引理

　　定义 1　边长为整数且面积也为整数的三角形称

为 Heron三角形 ,边长为 Lucas数的 Heron三角形称

为 Lucas三角形 .

　　引理 1　如果边长为 Ln , Ln+ k , Ln+ k的三角形是一

个 Lucas三角形 ,则 Ln是偶数 .

　　证明　设此三角形的面积为 S,则 S =

1
2
Ln L

2
n+ k - L

2
n /4,于是有
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2
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2
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4
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在 ( 1)式两边取模 4,知 L
4
n ≡ 0( mod4) ,所以 Ln是偶

数 .

　　引理 2　Ln是偶数当且仅当 n≡ 0( mod3) .

　　证明　对 Lucas数列 {Ln }取模 2,得到剩余类周

期为 3的剩余类序列: 1, 1, 0, 1, 1, 0,… … 所以 Ln ≡

0( mod2)当且仅当 n≡ 0( mod3) .

　　 引理 3　如果边长为 Ln , Ln+ k , Ln+ k的三角形是

一个 Lucas三角形 ,则 d = ( Ln , Ln+ k ) = ( Ln+ k ,
1
2 L

n ) .

　　证明　设此三角形的面积为 S,d = (Ln ,Ln+ k ) ,

则
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≡ 0或 3( mod4) ,而
L
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d
2 也是一个平方数 ,故

L
2
n

d
2 ≡

0( mod4) ,于是
Ln

d
≡ 0( mod2) ,则 d|

Ln

2
,于是 d =

( Ln ,Ln+ k )|(Ln+ k ,
1
2
Ln ) . 而 显 然 有 ( Ln+ k ,

1
2
Ln )|( Ln+ k , Ln ) ,故 d = (Ln , Ln+ k ) = (Ln+ k ,

1
2
Ln ) .

　　 引理 4　如果边长为 Ln , Ln+ k , Ln+ k的三角形是
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一个 Lucas三角形 ,则
Ln+ k

d
≡ 1( mod4) ,其中 d = (Ln ,

Ln+ k ) .

　　证明 　 由引理 3知 ,d = ( Ln , Ln+ k ) = ( Ln+ k ,

1
2 L

n ) .设此三角形底边上的高为 h ,则 h
2

= L
2
n+ k -

1
4
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2
n ,变形得
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) 2 , (
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)为本原商高数 ,于是

Ln+ k

d
≡

1( mod4) .

　　引理 5　如果边长为 Ln ,Ln+ k ,Ln+ k的三角形是

一个 Lucas三角形 ,则
Ln+ k

d
+

Ln

2d ,
Ln+ k

d
-

Ln

2d都是平方

数 ,其中 d = ( 1
2
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　　证明　由引理 4知
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2　主要结论

　　定理 1　不存在边长为 Ln - k ,Ln , Ln ( 1≤ k < n)

的 Lucas三角形 .

　　 证明 　 假设存在以 Ln , Ln+ k , Ln+ k 为边长的

Lucas三角形 .由引理 4知
Ln+ k

d
≡ 1( mod4) ,则

Ln+ k

d
+

Ln

2d
≡ 1+

Ln

2d
( m od4) ,

Ln+ k

d
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若
Ln

2d
≡ 1( mod4) ,则

Ln+ k

d
+
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2d
≡ 2( mod4) ,由引理 5

知这不可能成立 ; 若
Ln

2d
≡ 2( mod4) ,则

Ln+ k

d
+

Ln

2d
≡

3( mod4) ,由引理 5知这也不可能成立 ; 若
Ln

2d
≡

3( mod4) ,则
Ln+ k

d
+
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2d
≡ 2( mod4) ,同样由引理 5知

这不可能成立 .故
Ln

2d
≡ 1( mod4) ,于是 8|Ln .

　　对 Lucas数列 {Ln }取模 8,得到剩余类周期为 12

的剩余类序列: 1, 3, 4, 7, 3, 2, 5, 7, 4, 3, 7, 2,… … 所

以 Ln ≠ 0(m od8) ,这与 8|Ln矛盾 .故假设不成立 ,即

不存在以 Ln ,Ln+ k ,Ln+ k为边长的 Lucas三角形 .
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比较可以得出推论 2. 1成立 .
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