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摘要:讨论 h~混合序列的收敛性质 ,得到 3个完全收敛定理 , 将h~混合序列独立情形下的收敛性质较好地推广到
相依情形 .
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Abstract: The convergence properties ofh~ mixing random sequences are studied. Three convergence

theo rems are obtained. As a result , w e ex tend some converg ence properties of independent sequences

to the caseh~ mixing of random sequences.
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　　h~混合序列与通常的h混合序列有一定的类似 ,

但并不相同 ,它们互不包含 .h~混合序列是一类极为

广泛的相依混合序列 ,对其进行研究很有价值 .文献

[1～ 3 ]讨论它的若干收敛性质 ,文献 [4 ]讨论同分

布的加权和的完全收敛性和强收敛性 .本文进一步讨

论它的若干收敛性质 .若无特别说明 ,以 c记与 n无关

的正常数 ,“ ”表示通常的大“O” .

1　相关定义及引理

　　设 {X i , i∈ N }是概率空间 (K,U, P )上随机变量

序列 ,Fs = e(X i , i∈ S N )为e-域 ,在U中给定e-

域 F ,R.令

　　h( F, R ) = sup{|P (B|A ) - P (B ) ; A∈ F , P ( A)

> 0,B∈ R|} .

对 k≥ 0,令

　　h~(k ) = sup{h(Fs , FT ) ,有限子集 S, T  N ,且

dist( S, T )≥ k } ,

显然 , 0≤h~(k+ 1)≤h~(k )≤ 1,且h~( 0) = 1.

　　定义 1　对随机序列 {X i , i∈ N } ,若存在 k∈ N ,

使h~(k ) < 1,则称 {X i , i∈ N }为h~混合序列 .

　　对h~混合序列 ,可不失一般性假设 h~( 1) < 1.

　　引理 1
[ 1]
　设 {Xn ; n≥ 1}是h~混合序列 ,满足:

∑
∞

n= 1
VarXn <∞ , 则∑

∞

n= 1
( Xn - EXn ) a. s.收敛 .

　　 引理 2[5 ]　设 {X i , i∈ N }是h~混合序列 , EX i =

0,E|X i|2 < ∞ ,则存在仅依赖于h~的常数 c,使得对

 n≥ 1,有 E|Sn|2≤ c∑
n

i= 1

EX
2
i ,其中 Sn = ∑

n

i= 1

X i .

　　引理 3[1 ]　设 {Xn ; n≥ 1}是同分布h~混合序列 ,

0 < p < 2,Tp≥ 1,当T≤ 1时 ,进一步假设 EX 1 = 0,

则存在自然数 N ,使得

　　∑
∞

n= 1

n
Tp - 2

P ( max
1≤ j≤n
|Sj|≥ XnT) <∞ , X> 0 ( 1)

与

　　∑
∞

n= 1

n
Tp - 2

P ( max
1≤ j≤n
|Sj+ N - SN|≥XnT) < ∞

 X> 0 ( 2)

等价 ,而且

　　 P ( max
1≤ j≤ n
|SN+ j - SN|> XnT)≤ c

- 1
P (|SN+ n - SN|

> Xn
T
/3) . ( 3)

2　主要结果

　　定理 1　 (三级数定理 )设 {Xn ; n≥ 1}是 h~混合

序列 ,对某个 c> 0,记 X
c
n Xn I (|Xn|≤ c) ,如果

　　∑
∞

n= 1

P(|Xn|> c) < ∞ , ( 4)
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　　∑
∞

n= 1

EX
c
n < ∞收敛 , ( 5)

　　∑
∞

n= 1

VarX
c
n <∞ , ( 6)

则∑
∞

n= 1
Xn　 a. s.收敛 .

　　证明　由 ( 6)式及引理 1得∑
∞

n= 1
(X

c
n - EX

c
n ) <

∞　 a. s. .再由 ( 5)式得

　　∑
∞

n= 1
X

c
n < ∞　 a. s. . ( 7)

由 ( 4)式得∑
∞

n= 1

P (Xn≠ X
c
n ) = ∑

∞

n= 1

P (|X n|> c) <∞ ,

所以由 Borel-Cantelli引理得 P ( {Xn≠ X
c
n } , i.o. ) =

0.由此及 ( 7)式得∑
∞

n= 1

Xn < ∞　 a. s. ,即∑
∞

n= 1

Xn　 a. s.

收敛 .

　　定理 2　设 {Xn ; n≥ 1}是h~混合序列 , {gn (x ) ; n

≥ 1}是偶函数序列 ,它们在区间 x > 0中取正值、不

减 ,而且对每一个 n满足: ( i)在区间 x > 0中 ,
x

gn (x )

不减 ,或者 ( ii)在同一区间中 , x
gn (x )

和
gn ( x )
x

2 都不增 ,

且 EXn = 0.

此外 {an ; n≥ 1}是常数列 ,满足 0 < an↑∞及

　　∑
∞

n= 1

Egn (Xn )
gn (an )

< ∞ , ( 8)

则∑
∞

n= 1

Xn

an
　 a. s.收敛 .

　　证明　因为 gn (x )当 x > 0时不减 ,故

　　P {|X n|≥ an }≤∫|X
n
|≥a

n

gn ( Xn )
gn (an )

dP≤
Egn (Xn )
gn (an )

,

所以由 ( 8)式得

　　∑
∞

n= 1

P {|Xn|≥ an } < ∞ . ( 9)

　　假设对某个 n,gn (x )满足条件 ( i ) ,则在区间|x|

≤ an 中有
|x|
gn (x )

≤
an

gn (an )
, 所以

x
2

a
2
n
≤

g
2
n ( x )

g
2
n (an )

≤

gn ( x )
gn (an )

.

　　对于满足条件 ( ii )的 n ,在同一区间中 ,由于

gn ( x )

x
2 不增 ,所以

x
2

gn (x )
≤

a
2
n

gn (an )
.

因此无论 gn ( x )满足条件 ( i)或 ( ii)都有

　　
x

2

a
2
n
≤

gn (x )
gn (an ) . ( 10)

　　记 X
a
n
n = Xn I (|X

n
|≤ a

n
) ,则对任意 n有 E(X a

nn ) 2≤

EX
2
n I (|X

n
|≤ a

n
) .由于 gn (x )是偶函数而且不减 ,又由

( 10)式 ,

　　 EX
2
n I (|X

n
|≤a

n
) =∫|X

n
|≤ a

n

X
2
n dP≤

a
2
n

gn (an )∫|Xn|≤ a
n

gn (Xn ) dP≤
a
2
n

gn (an )
Egn (Xn ) ,

故 E (X
a
n
n )

2
 

a
2
n

gn (an )
Egn ( Xn ) .再由 ( 8)式得

　　∑
∞

n= 1

E( Xa
nn ) 2

a
2
n
 ∑

∞

n= 1
Egn ( Xn ) /gn (an ) <∞ . ( 11)

　　此外 ,若条件 ( i)被满足 ,则

　　|EXa
nn|= |EXn I (|X

n
|≤ a

n
)|≤ |∫|X

n
|≤a

n

Xn dP|≤

an

gn (an )∫|Xn|≤ a
n

gn (Xn ) dP≤
an

gn (an )
Egn (Xn ) .

　　另一方面 ,若条件 ( ii)被满足 ,由 EXn = 0,
x

gn ( x )

不增得

　　|EX
a
nn|= |EXn I (|Xn|≤ a

n
)|≤

an
gn (an )∫|Xn|> an

gn (Xn ) dP≤
an

gn (an )
Egn (Xn ) .

所以有

　　∑
∞

n= 1

EX
a
nn

an
≤∑

∞

n= 1

Egn (Xn ) /gn (an ) < ∞ ( 12)

故结 合 ( 9) 式 , ( 11) 式 , ( 12) 式及 定理 1得

∑
∞

n= 1
Xn /an　 a. s.收敛 .

　　由 Kronecker引理 ,有 a
- 1
n ∑

n

k= 1

Xk→
a. s.

0,n→∞ .

在定理 2中 ,令 gn ( x ) = |x|p , p > 0,可得推论 1.

　　 推论 1　 设 {Xn ; n≥ 1} 是 h~ 混合序列 , 0 <

an↑∞ , 0 < p≤ 2,∑
∞

n= 1

E|Xn|p

a
p
n

<∞ ,且当 1≤ p≤ 2

时 , EXn = 0,则 a
- 1
n ∑

n

k= 1
Xk→

a. s.

0,n→∞ .

　　 定理 3　 设 {Xn ;n≥ 1}是同分布 h~混合序列 ,

{gn (x ) ; n≥ 1}是偶函数序列 ,它们在区间 x > 0中取

正值 ,且
gn (x )
x
关于 x单调不减 ,

gn ( x )

x
2 关于 x单调不

增 ,此外 {an ; n≥ 1}是常数列 ,满足 0 < an↑∞及

　　∑
∞

n= 1
∑

n

i= 1

Egi (X i ) /gi (an ) < ∞ , ( 13)

则

　　∑
∞

n= 1
P(|Sn|≥Xan ) <∞ , X> 0, ( 14)

　　∑
∞

n= 1

P( max
1≤ j≤ n
|Sj|≥Xan ) < ∞ , X> 0. ( 15)

　　 证明 　不失一般性 ,假设 EX i = 0,记 Yi  

X i I (|X
i
|≤ a

n
) .先证

　　a
- 1
n max

1≤ j≤ n
|∑

j

i= 1

EYi|→ 0,n→∞ . ( 16)
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因为 gi (x )是偶函数 ,且
gi (x )

x
当 x > 0时关于 x单调

不减 ,故当|X i|> an时 ,有
gi ( X i )

|X i|
≥

gi (an )

an
,即

　　
|X i|
an
≤

gi (X i )
gi (an )

,|X i|> an . ( 17)

又由 EX i = 0得 EYi - EX i I (|X
i
|> a

n
) ,再结合 ( 13)式

和 ( 17)式有

　　a
- 1
n max

1≤ j≤ n
|∑

j

i= 1
EYi|≤ a

- 1
n ∑

n

i= 1
|EYi|≤

a
- 1
n ∑

n

i= 1
E|X i|I (|Xi|> a

n
) ≤∑

n

i= 1
Egi ( X i ) /gi (an )→ 0,

n→∞ .

因此 X> 0,当 n充分大时 ,有

　　|max
1≤ j≤ n∑

j

i= 1

EYi|< X
2
an ,|∑

n

i= 1

EYi|< X
2
an .

故

　　 {|Sn|≥Xan } = {|Sn|≥Xan , i: 1≤ i≤ n,|X i|
> an }∪ {|Sn|≥Xan , i: 1≤ i≤ n,|X i|≤

an } ∪
n

i= 1
{|X i|> an }∪ {|∑

n

i= 1
Yi|≥Xan } ∪

n

i= 1
{|X i|>

an }∪ {|∑
n

i= 1
(Yi - EYi )|≥

X
2
an } An∪ Bn .

同样还有

　　 { max
1≤ j≤n
|Sj|≥ Xan } ∪

n

i= 1
{|X i|> an }∪

{ max
1≤ j≤n
|∑

j

i= 1

Yi|≥Xan } ∪
n

i= 1
{|X i|> an }∪

{ max
1≤ j≤n
|∑

j

i= 1

( Yi - EYi )|≥ X
2
an } An∪ Cn .

所以 , X> 0,当 n充分大时 ,有 P {|Sn|≥ Xan }≤

P ( An ) + P (Bn ) , P { max
1≤ j≤n
|Sj|≥ Xan } ≤ P ( An ) +

P (Cn ) .故要证 ( 14)式和 ( 15)式 ,只需证明

　　∑
∞

n= 1
P ( An ) < ∞ , ( 18)

　　∑
∞

n= 1
P (Bn ) <∞ , ( 19)

　　∑
∞

n= 1
P (Cn ) < ∞ . ( 20)

　　先证明 ( 18)式 .由 Markov不等式 , gi (x )是偶函

数 ,且
gi (x )
x
当 x > 0时是关于 x单调不减 ,故当|X i|

> an时 ,有
gi ( X i )
|X i|

≥
gi (an )
an

.由此得 gi (X i )≥

gi (an )
|X i|
an

> gi (an ) ,故 P ( An )≤∑
n

i= 1

P (|X i|> an )≤

∑
n

i= 1

P (gi (X i ) > gi (an ) )≤∑
n

i= 1

Egi (X i ) /gi (an ) .

结合 ( 13)式得

　　∑
∞

n= 1
P ( An )≤∑

∞

n= 1
∑

n

i= 1
Egi (X i ) /gi (an ) < ∞ .

　　再证明 ( 19)式 .因为 gi ( x )是偶函数 ,且
gi ( x )
x

2 当

x > 0时关于 x单调不增 ,故当|X i|≤ an时 ,有
gi (X i )

|X
2
i|

≥
gi (an )
a
2
n

,即
X

2
i

a
2
n
≤

gi ( X i )
gi (an )

,|X i|≤ an .

故结合引理 2及 Markov不等式得

　　 P (Bn ) a
- 2
n E|∑

n

i= 1

(Yi - EYi )|2 a
- 2
n ∑

n

i= 1

E( Yi

- EYi ) 2 ≤ a
- 2
n ∑

n

i= 1

EY
2
i = a

- 2
n ∑

n

i= 1

EX
2
i I (|X

i
|≤a

n
) ≤

∑
n

i= 1

Egi ( X i ) /g i (an ) . ( 21)

再由 ( 13)式得

　　∑
∞

n= 1

P( Bn )≤∑
∞

n= 1
∑

n

i= 1

Eg i ( X i ) /gi (an ) < ∞ .

　　最后证明 ( 20)式 .记 Uj ∑
j

i= 1
( Yi - EYi ) ,为证

( 20)式 ,即要证

　　∑
∞

n= 1

P( max
1≤ j≤ n
|Uj|≥ X

2
an ) <∞ . ( 22)

　　 由引理 3的 ( 1)式等价于 ( 2)式 ,当Tp = 2时可

知 ( 22)式等价于

　　∑
∞

n= 1

P( max
1≤ j≤n
|Uj+ N - UN|≥ X

2
an ) <∞　 (N是某

个自然数 ) .

　　而由引理 3的 ( 3)式 , Markov不等式、引理 2及

( 21)式的证明过程有

　　∑
∞

n= 1
P( max

1≤ j≤ n
|Uj+ N - UN|≥

X
2
an ) 

∑
∞

n= 1
P(|Un+ N - UN|≥

X
6
an ) ∑

∞

n= 1
a
- 2
n E(∑

N + n

i= N+ 1
( Yi -

EYi ) )
2
 ∑

∞

n= 1
a
- 2
n ∑

n

i= 1
E (Yi - EYi )

2
≤

∑
∞

n= 1
∑

n

i= 1
Egi (X i ) /gi (an ) < ∞ . 故 ( 20)式成立 .
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