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摘要: 在d-混合序列下 ,运用矩不等式讨论 VaR核估计g^ p,h的强收敛性和 Bahadur表达 ,得到 2个 a. s.收敛定理 .
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Abstract: The strong convergence and Bahadur 's representation ofg
^
p ,h ford-mix ing series, which is

the kernel estimation of VaR are discussed by using moment inequali ties, and geting the tw o

convergense theo rem.
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　　VaR是建立在正常市场环境中一定置信水平下

预期最大损失的一种风险度量 ,现已得到广泛认同和

应用
[1, 2 ]

.许多学者对相依混合序列下 VaR核估计的

性质进行研究 ,如: 文献 [ 3 ]在 α-混合序列下讨论

VaR基于分布的非参数核估计 g
^
p ,h的强相结合性 ;文

献 [4 ]在T-混合序列下给出 VaR样本分位数的核估

计 Bahadur表示 ,但其收敛速度不是最优形式 .除了

文献 [3]在T-混合情形下对 VaR核估计 g
^
p ,h的强收

敛速度和渐进正态性进行过讨论之外 ,还未见有文献

在其他的混合情形下对此性质作出过相关讨论 .本文

运用矩不等式 [5 ] ,在d-混合序列下讨论 VaR基于分

布的核估计 g
^
p ,h的强收敛性和 Bahadur表达 .

1　相关概念及引理

　　假设  X r =  ( E|X|r ) 1 /r是随机变量 X 的 r阶

模 , [x ]是实数 x的整数部分 .对任意随机变量 X ,记

FX ( x ) =  P (X < x ) , Lp = {X: X是 r .v . ,且 E|X|p

< ∞ } ( 0 < p < ∞ ) .记 C为任意常数 .

　　设 {X t }nt= 1为随机变量序列 ,记 F
k
n = e( X j ,n≤ j

≤ k ) ,若当 n→∞时有

　　d(n ) = sup
k

sup
X∈ L

2
(Fk

1
) ,Y∈ L

2
( F∞

k+ n
)

|EX Y - EX EY|
E (X - EX ) 2E (Y - EY ) 2

→ 0,

则称 {X t }nt= 1为d-混合的 .

　　对于严平稳收益序列 {X t: t≥ 1} ,给定 p∈ ( 0,

1) ,在 1 - p置信水平下其 VaR值为 gp = - inf {u:

F(u )≥ p }.

　　设 G( x ) =∫
x

-∞
K (u) du,其中 Gh ( ) = G( /h ) ,

K (x )为核函数 . F
^
n ,h ( x ) = n

- 1∑
n

j= 1Gh (x - X j )作为

F( x )的估计量 ,考虑满足 F
^

n,h (x ) = p的g
^

p,h ,作为gp

核估计量 .

　　引理 1. 1[5 ]设 {X i: i≥ 1}为d-混合随机变量序

列 ,存在某个λ> 0,使d(n) = O(n-λ) ,又设 EX i = 0,

E|X i|r <∞ ,其中 r > 1,则对任意整数 m≥ 1,存在

正常数 C (m )使得当 r > 2时 ,有

　　 E|∑
n

i= 1

X i|r ≤ C (m )nW(m ) {∑
n

i= 1

E|X i|r + (∑
n

i= 1

E
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X i
2 ) r /2} , ( 1)

其中W(m ) = (r - 1)Tm且 0 < T< 1.

　　引理 1. 1中θ是一个充分小的正数 .另外 ,因为

当 m→∞时 ,W(m )→ 0,所以在应用中 ,nW(m )常常被

忽略 .

　　引理 1. 2
[6 ]
　 {b1 ,b2 ,… , s}是一个非减无界正数

序列 , {a1 ,a2 ,… , s}是一列非负数 , r是一取定正数 ,

假若对每一个 n≥ 1有 E ( max
1≤ k≤ n
|Sk|)r≤∑

n

j= 1

aj .如果

∑
∞

j= 1aj /b
r
j < ∞ ,那么

　　 lim
n→∞

Sn /bn = 0　 a. s. . ( 2)

　　引理 1. 3
[7 ]
　 设核函数 K (u)和密度函数 f (x )

满足:

　　 ( i) K (u ) 在 R
1 上有界 ,∫

+ ∞

-∞
|K (u)|du < ∞ ,

∫
+ ∞

-∞
K (u) du = 1;

　　 ( ii) lim
|u|→∞

K (u ) = 0或者 f (x )在 R
1上有界 .

如果 h→ 0,则对 f (x )的任一连续点 x ,有

　　 lim
n→∞

E f
^
n ,h ( x ) = f (x ) . ( 3)

如果 f (x )在 R
1
上一致连续 ,则有

　　 lim sup
n→∞

|E f
^
n ,h (x ) - f ( x )|= 0. ( 4)

这里 f
^
n ,h ( x ) = (nh ) - 1∑

n

i= 1Kh (x - X i ) .

　　引理 1. 4
[8 ]
　设 {Xn: n≥ 1}为随机变量序列 ,若

对任一X> 0, lim sup
n→∞

P (∪
∞

m= n
|X m - X|≥X) = 0,那么

Xn→ X a. s. .

2　主要结论

　　给出 4个条件:

　　条件 2. 1　 {X t: t≥ 1}是严平稳且是 d-混合序

列 ,d(n) = O(n-λ) (λ> 1) ,这里 t≥ 1,X t有连续分布

函数 F( x )和连续密度函数 f (x ) .

　　条件 2. 2　 f (gp ) > 0, p∈ ( 0, 1) , f ( )在gp的

邻域B (gp )中有连续三阶导数 .对于 ( X 1 , Xk+ 1 ) ,k≥ 1

的联合分布函数 Fk ,其三阶偏导数在B (gp )中关于 k

一致有界 .

　　条件 2. 3　核函数 K是一元概率密度函数 ,有连

续有界二阶导数 ,且满足以下的矩条件:

　　∫
+ ∞

-∞
uK (u )du = 0和∫

+ ∞

-∞
u
2
K (u ) du = e

2
K <∞ .

　　条件 2. 4　平滑窗宽 h满足 h→ 0,而且对 U>

0,nh3-U→∞ ,以及当 n→ ∞时 ,nh4 log2 (n)→ 0.

　　 引理 2. 1　 在条件 2. 1～ 2. 4下 ,如果 x 0∈

B (gp ) ,那么

　　 ( i) EGh (x 0 - X 1 ) = F (x 0 ) +
1
2
h
2
f′( x0 )e2K +

o(h2 ) , ( 5)

　　 ( ii )h- 1
EKh (x 0 - X 1 ) = f (x 0 ) + O (h2 ) , ( 6)

　　 ( iii)h- 2
EKh′( x0 - X 1 ) = f

2′(x 0 ) + O(h ) . ( 7)

　　证明　作变换 u = (x 0 - y ) /h ,θ1 ,θ2 ,θ3∈ ( 0,

1) ,则

　　 ( i) EGh (x 0 - X1 ) =∫
∞

-∞
G( (x 0 - y ) /h) dF ( y ) =

G( (x 0 - y ) /h )F (y )|∞-∞ -∫
∞

-∞
F ( y ) dG( (x 0 -

y ) /h ) = h
- 1∫

∞

-∞
F( y ) K ( ( x0 - y ) /h ) dy =

∫
∞

-∞
F (x 0 - uh ) K (u) du =∫

∞

-∞
( F( x0 ) - f (x 0 )uh+

1
2
f′(x 0 )u

2
h
2
-

1
6
f″(x 0 - θ1uh )u

3
h
3
) K (u) du =

F( x0 ) +
1
2h

2
f′(x 0 )ek

2
+ o(h

2
) .

　　 ( ii )h- 1
EKh (x 0 - X 1 ) = h

- 1∫
∞

-∞
K ( (x 0 -

y ) /h ) f (y )dy = ∫
∞

-∞
K (u ) f ( x0 - uh ) du =

∫
∞

-∞
( f (x 0 ) - f′(x 0 )uh + 1

2
f″(x 0 -

θ2uh )u2h2 ) K (u )du = f ( x0 ) + Ce2Kh2 = f (x 0 ) +

O (h2 ) .

　　 ( iii) 由 引 理 1. 3有 h
- 2

EK′h ( x0 - X 1 ) =

h
- 2∫

∞

-∞
K′( (x 0 - y ) /h ) f (y )dy = h

- 1∫
∞

-∞
( -

f ( y ) ) dK ( ( x0 - y ) /h ) = - h
- 1

f ( y ) Kh ( x0 - y )|
∞
-∞

+∫
∞

-∞
K (u ) f′(x 0 - uh ) du =∫

∞

-∞
( f′(x 0 ) -

f″( x0 )uh +
1
2
f ( x0 - θ3uh)u

2
h
2
)K (u) du =

f′( x0 ) + Ce2Kh2 = f′(x 0 ) + O (h2 ) .

　　引理 2. 2　如果 k≥ 1,则存在仅与 k有关的正常

数 C ,使得

　　∑
n

j= 1

j
k- 1≥ Cn

k . ( 8)

　　证明　∑
n

j= 1
j
k- 1
≥ ∑

r: 2r≤ n

　 ∑
2r - 1≤ j < 2r

j
k- 1
≥

∑
r: 2

r≤n

　 ∑
2
r- 1≤ j < 2

r

( 2r- 1 ) k- 1 = ∑
r: 2

r≤ n

2r- 1 2(r- 1) (k - 1) =

∑
1≤ r≤ log2n

2k( r- 1) = ( 1- 2k [log2n ] ) /( 1 - 2k )≥ ( 2k ( log2n- 1) -

1) /2
k
≥ 2

k ( log
2
n- 2)

/2
k
= n

k
2
- 2k

/2
k
= Cn

k
.

　　定理 2. 1　如果条件 2. 1～ 2. 4成立 ,那么有

　　g
^
p ,h = gp + o(n- 1 /2 log1 /2 (n) ) a. s. .

　　证明　令Un = n
- 1 /2

log
1 /2
(n) ,θ1 ,θ2∈ ( 0, 1) ,记

c1 =  infx∈ [gp -M,gp+ M] f (x ) , M> 0,根据引理 1. 4有
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　　 g
^
p, h - gp = o(n

- 1 /2
log

1 /2
(n) )　 a. s. 

lim
k→∞

P (∪
∞

n= k
(|g

^
p, h - gp|> XUn ) ) = 0, ( 9)

由于

　　P (∪
∞

n= k
(|g

^
p, h - gp|> XUn ) ) = P (∪

∞

n= k
(F (gp + XUn )

- F
^

p ,h (gp + XUn ) > F (gp + XUn ) - F
^

p, h (g
^
p, h ) ) ) +

P (∪
∞

n= k
( F(gp - XUn ) - F

^
p, h (gp - XUn ) < F (gp - XUn ) -

F
^
p ,h (g

^
p ,h ) ) ) = P (∪

∞

n= k
(F (gp+ XUn ) - F

^
p ,h (gp + XUn ) >

f (gp + θ1XUn )XUn ) )+ P (∪
∞

n= k
(F (gp - XUn ) - F

^
p, h (gp -

XUn ) < - f (gp - θ2XUn )XUn ) )≤ P (∪
∞

n= k
(|F (gp+ XUn ) -

F
^
p ,h (gp + XUn )|> c1XUn ) ) + P (∪

∞

n= k
(|F(gp - XUn ) -

F
^
p ,h (gp - XUn )|> c1XUn ) ) ,

因而 ,g
^
p ,h - gp = o(n- 1 /2 log1 /2 (n) )a. s. ,转化为证明

　　 lim
k→∞

P(∪
∞

n= k
(|F (gp + λXUn ) - F

^
p ,h (gp + λXUn )|>

c1XUn ) ) = 0, X> 0, ( 10)

这里λ= ± 1.

　　当 n→∞时 ,gp + λXUn∈ B (gp ) ,且由条件 2. 4,

h
2 /Un = h

2 / [n- 1 /2 log1 /2 (n) ]→ 0,以及引理 2. 1的 ( 5)

式 ,有

　　|EF
^
p ,h (gp + λXUn ) - F (gp + λXUn )| =

|E [n- 1∑
n

t= 1

Gh (gp + λXUn - X t ) ] - F (gp + λXUn )|=

|EGh (gp + λXUn - X 1 ) - F (gp + λXUn )|= |
1
2 h

2
 

f′(gp + λXUn )ek 2+ o (h2 )|= O (h2 ) = o(Un ) . ( 11)

令 Zt = Gh (gp + λXUn - X t ) - EGh (gp+ λXUn - X t ) ,

由 ( 11)式 ,有

　　P (∪
∞

n= k
(|F (gp + λXUn ) - F

^
p ,h (gp + λXUn )|>

c1XUn ) ) ≤ P (∪
∞

n= k
(|n- 1∑

n

t= 1

Zt|+ |F (gp + λXUn ) -

EF
^
p ,h (gp + λXUn )|> c1XUn ) ) = P (∪

∞

n= k
(|n- 1∑

n

t= 1
Zt|>

c1XUn ) ) . ( 12)

进而 ,证明 ( 10)式又转化为证明

　　 lim
k→∞

P (∪
∞

n= k
(|n- 1∑

n

t= 1

Zt|> c1XUn ) ) = 0. ( 13)

　　事实上 ,由于 EZt = 0,|Zt|≤ 2,取 r > 2,有

E|Zt|r < ∞ ,根据引理 1. 1、引理 1. 2以及引理 2. 2,

可得当 m充分大时 ,W(m )→ 0,有

　　E ( max
1≤ j <n
|∑

j

t= 1
Zt|)r ≤ E(|∑

n

t= 1
Zt|)r ≤

C (m )n
W( m )

{nE|Z1|
r
+ n

r /2
(EZ

2
1 )

r /2
}≤ Cn

1+ W( m )
+

Cn
r /2≤ Cn

r /2≤ C∑
n

j= 1

j
r /2- 1 .

这里记 aj = j
r /2- 1
≥ 0,bj = jUj = j

1 /2
log

1 /2
j > 0, j≥

1,这里 {bj , j≥ 1}是一个非减无界正数序列 ,有

　　∑
∞

j= 1
aj /bj

r
= ∑

∞

j= 1
j
- 1
log

- r /2
j <∞ ,

那么 lim
n→∞∑

n

t= 1

Zt

bn
= lim

n→∞∑
n

t= 1

Zt

nUn
= 0 a. s. .又 n

- 1∑ Zt =

o(Un )　 a. s. lim
k→∞

P (∪
∞

n= k
(|n- 1∑

n

t= 1

Zt|> c1XUn ) ) = 0,

即 ( 13)式得证 .

　　定理 2. 2　如果条件 2. 1～ 2. 4成立 ,那么有

g
^
p ,h - gp = (p - F

^
n,h (gp ) ) /f (gp ) + O (n- 3 /5 ) a. s. .

　　证明　由 F
^
n ,h (g

^
p ,h ) = p,对 F

^
n ,h (g

^
p ,h )在gp上泰

勒展开 ,得

　　 p = F
^
n ,h (gp ) + f

^
n, h (gp ) (g

^
p ,h - gp ) + 1

2
f
^
′n, h (gp

+ θ(g
^
p ,h - gp ) ) (g

^
p ,h - gp ) 2 , ( 14)

其中θ∈ ( 0, 1) .而 ( 14)式可转变为

　　 f (gp ) (g
^
p ,h - gp ) = p - F

^
n,h (gp ) -

1
2
f
^
′n ,h (gp +

θ(g
^
p, h - gp ) ) (g

^
p ,h - gp ) 2 + ( f (gp ) - f

^
n ,h (gp ) ) (g

^
p ,h

- gp ) .

整理得

　　g
^
p ,h - gp = ( p - F

^
n, h (gp ) ) /f (gp ) - 1

2
f
^
′n, h (gp+

θ(g
^
p, h - gp ) ) (g

^
p ,h - gp ) 2 / f (gp ) + ( f (gp ) -

f
^
n, h (gp ) ) (g

^
p ,h - gp ) /f (gp ) . ( 15)

　　由于 f
^
n,h (gp ) = (nh )

- 1∑
n

t= 1
Kh (gp - X t ) ,令Xn =

n
- 1 /2

h
- 1 log (n) ,由引理 2. 1的 ( 6)式及条件 2. 4,h2 /Xn

= h
2 / [n- 1 /2

hlog1 /2 (n ) ]→ 0,可知

　　 Ef
^
n, h (gp ) - f (gp ) = O (h2 ) = o(Xn ) . ( 16)

　　又令 h
- 1

Kh (gp - X t ) - E [h
- 1

Kh (gp - X t ) ] =

h
- 1

Wt ,记 Wt = Kh (gp - X t ) - E [Kh (gp - X t ) ] .由

( 16)式 ,对于 X> 0,有

　　 P ( ∪
∞

n= k
(|f

^
n ,h (gp ) - f (gp )| > CXnX) ) ≤

P (∪
∞

n= k
(|(nh )

- 1∑
n

t= 1
Wt|+ |E f

^
n ,h (gp ) - f (gp )|>

CXnX) ) = P (∪
∞

n= k
(|(nh) - 1∑

n

t= 1
Wt|> CXnX) ) . ( 17)

　　 由于 EW t = 0,|Wt|≤ C < ∞ ,取 r > 2,有

E|Wt|
r
<∞ .那么根据引理 1. 1、引理 1. 2以及引理

2. 2,当 m充分大时 ,W(m ) → 0,则

　　 E ( max
1≤ j < n
|∑

j

t= 1

W t|)r ≤ E(|∑
n

t= 1

Wt|) r ≤

C (m )n
W(m )

{n E|W 1|
r
+ n

r /2
( EW 1

2
)
r /2
}≤ Cn

1+ W(m )
+
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Cn
r /2≤ Cn

r /2≤ C∑
n

j= 1

j
r /2- 1 .

记 aj = j
r /2- 1
≥ 0,bj = jhXj = j

1 /2
log j > 0, j≥ 1,其

中 , {bj , j≥ 1}是一个非减无界正数序列 ,有

　　∑
∞

j= 1

aj /brj = ∑
∞

j= 1

j
- 1 log- r

j < ∞ .

那么 lim
n→∞∑

n

t= 1

W t

bn
= lim

n→∞∑
n

t= 1

Wt

nhXn
= 0　 a. s. ,

即 (nh )- 1∑
n

t= 1
Wt = o(Xn )　 a. s. 

lim
k→∞

P (∪
∞

n= k
(|(nh ) - 1∑

n

t= 1

W t|> CXnX) ) = 0,

从而 ,由 ( 17)式有

　　 lim
k→∞

P (∪
∞

n= k
(|f

^
n,h (gp ) - f (gp )|> CXnX) ) = 0.

再由引理 1. 4可得

　　 f
^
n ,h (gp ) - f (gp ) = o(Xn ) = o(n

- 1 /2
h
- 1
log (n) ) .

( 18)

　　又由于 f
^
′n ,h (gp + θ(g

^
p,h - gp ) ) = (nh

2
)
- 1
 

∑
n

t= 1
K′h (gp + θ(g

^
p ,h - gp ) - X t ) , 且 令 Zn =

n
- 1 /2

h
- 2
log(n ) ,由引理 2. 5的 ( 7)式及条件 2. 4,有

h
2
/Zn = h

2
/ [n

- 1 /2
h
- 2
log (n) ]→ 0,可知

　　Ef
^
′n,h (gp + θ(g

^
p ,h - gp ) ) - f′(gp + θ(g

^
p ,h -

gp ) ) = O (h
2
) = o(Zn ) . ( 19)

　　又令 h
- 2

K′h (gp + θ(g
^
p ,h - gp ) - X t ) - E [h

- 2
 

K′h (gp + θ(g
^
p ,h - gp ) - X t ) ] = h

- 2
Vt ,这里记 V t =

K′h (gp + θ(g
^
p ,h - gp ) - X t ) - E [K′h (gp + θ(g

^
p, h -

gp ) - X t ) ].由 ( 19)式 ,对于 X> 0,

　　P (∪
∞

n= k
(|f

^
′n ,h (gp + θ(g

^
p, h - gp ) ) - f′(gp+ θ(g

^
p ,h

- gp ) )|> CZnX) )≤ P (∪
∞

n= k
(|n- 1∑

n

t= 1

Vt|+ |Ef
^
′n ,h (gp

+ θ(g
^
p ,h - gp ) ) - f′(gp + θ(g

^
p, h - gp ) )|> CZnX) )

= P (∪
∞

n= k
(|n- 1∑

n

t= 1

V t|> CZnX) ) . ( 20)

　　由于 EVt = 0,|V t|≤ C <∞ ,取 r> 2,有 E|Vt|
r

< ∞ .根据引理 1. 1、引理 1. 2以及引理 2. 2,当 m充

分大时 ,W(m )→ 0,有

　　E ( max
1≤ j <n
|∑

j

t= 1

Vt|) r ≤ E (|∑
n

t= 1

V t|)r ≤

C (m )nW( m ) {nE|V1|r + n
r /2 ( EV1

2 ) r /2 } ≤ Cn
1+ W(m ) +

Cn
r /2
≤ Cn

r /2
≤ C∑

n

j= 1
j
r /2- 1

.

记 aj = j
r /2- 1≥ 0,bj = jh

2Zj = j
1 /2 log j> 0, j≥ 1, {bj ,

j≥ 1}是一个非减无界正数序列 ,有

　　∑
∞

j= 1

aj /bj r = ∑
∞

j= 1

j
- 1 log- r

j < ∞ ,

那么 lim
n→∞∑

n

t= 1

V t

bn
= lim

n→∞∑
n

t= 1

V t

nh
2
Zn
= 0　 a. s. ,

即 (nh
2
)
- 1∑

n

t= 1
V t = o(Zn )　 a. s. 

lim
k→∞

P(∪
∞

n= k
(|(nh

2
)
- 1∑

n

t= 1
Vt|> CZnX) ) = 0,从而由 ( 20)

式 ,有

　　 lim
k→∞

P(∪
∞

n= k
(|f

^
′n,h (gp + θ(g

^
p, h - gp ) ) - f′(gp +

θ(g
^
p, h - gp ) )| > CZnX) ) = o(Zn ) =

o(n- 1 /2
h
- 2 log (n) ) . ( 21)

再由 ( 18)式及条件 2. 2,有

　　 f
^
′n ,h (gp + θ(g

^
p, h - gp ) ) < C . ( 22)

那么 ,由 ( 18)式和 ( 22)式以及定理 2. 1,可得

　　 f
^
′n ,h (gp + θ(g

^
p ,h - gp ) ) (g

^
p ,h - gp ) 2 = O ( (g

^
p ,h -

gp ) 2 ) = o(n- 1 log (n) )a. s. ,

　　 ( f (gp ) - f
^
n ,h (gp ) ) (g

^
p ,h - gp ) =

o( (nh )
- 1
log

3 /2
(n) )　 a. s. .

　　由于 n
- 1 log n / [ (nh ) - 1 log3 /2 (n ) ]→ 0和条件 2. 4

得 (nh) - 1 log3 /2n≤ Cn
- 3 /5 .因此 , ( 15)式变为

　　g
^
p ,h - gp =

p - F
^
n, h (gp )

f (gp )
-

1
2
f (gp )- 1

o(n- 1  

log n) + f
- 1
(gp )o( (nh)

- 1
log

3 /2
(n) ) =

p - F
^
n ,h (gp )

f (gp )

+ o( (nh ) - 1 log3 /2 (n) ) =
p - F

^
n, h (gp )

f (gp )
+ o (n- 3 /5 ) a.

s. .
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