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摘要:在考虑中心对称矩阵可约性的基础上 ,运用矩阵分裂理论 ,分别提出求解中心对称线性互补问题的对三角

分裂松驰迭代算法Ⅰ 和对三角分裂松驰迭代算法Ⅱ ,并对 2种算法进行收敛分析和数值实验 .结果表明 ,当线性

互补问题的系数矩阵对角元为正的 H -矩阵时 , 2种算法都全局收敛 ,所得迭代阵的谱半径都为 0. 5,比传统的

Jacobi分裂迭代算法和 Gauss-seidel迭代算法的收敛速度都好 .新算法节约了计算量与计算机的存贮空间 ,较大

地提高了计算效率 .
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Abstract: A relaxed opposite triangular split ting i terative algo rithm Ⅰ and a relax ed opposi te
t riangular split ting iterativ e algori thm Ⅱ for solving centrosymmetric linear complementarity

problem are giv en. In particular, w e establish the global converg ence theory of the algori thms when

the sy stem matrix of the centrosymmetric linear complementarity problem is an H-matrix. These

algorithms, originated mainly f rom the reducibility of the centrosymmetric matrices, are aimed at
reduction of the computation. The simulation examples show that these alg orithms are efficient.
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　　互补问题是一类重要的优化问题 ,在线性规划、

凸二次规划、双矩阵对策及经济与交通平衡等方面有

着广泛的应用 .探讨互补问题的高效数值算法很有必

要 .本文考虑中心对称线性互补问题: 求向量 z∈ Rn ,

使得

　　z≥ 0,q+ Az≥ 0, zT ( q+ Az ) = 0, ( 1)

其中 A∈ Rn×n为给定的中心对称矩阵 ,q∈ Rn为已知

向量 .

　　在 Jacobi迭代法 , Gauss-Seidel迭代法 , PSO R迭

代法以及这些方法的改进和加速形式的基础上 ,同时

充分考虑中心对称矩阵的可约性 ,提出一类求解中心

对称线性互补问题的松弛型迭代算法 .该算法把互补

问题的系数矩阵进行不同的分裂 ,其优点在于凭借适

当的分裂方式使得计算中相应的某些分量不必计算 ,

节约了计算量与计算机的存贮空间 ,较大地提高了计

算效率 .

1　定义和引理

　　 设 C = (cij ) ∈ R
n× n
为 n× n阶实矩阵 ,用

diag (C )表示 C的对角阵 ,对于 A= (ai j ) ,B= (bij )∈

R
n× n

,如果 aij≤ bij ( i , j = 1, 2,… ,n ) ,则称 A≤ B .以

下记|A|= (|aij|)∈ Rn×n表示 A= (aij )∈ Rn×n的

绝对值矩阵 ,显然|AB|≤|A||B|.

　　定义 1. 1　若矩阵 A∈ Rn×m的元素满足关系式

ai , j = an - i+ 1,m- j+ 1 ,则称 A为中心对称矩阵 .

　　利用矩阵的有关性质 ,一个 n× n阶中心对称方
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阵 A可以表示为:

　　 ( 1)当 n = 2m时 ,

　　A =
B JmCJm

C JmBJm
,其中 B ,C为 m× m阶方阵 .

　　 ( 2)当 n = 2m+ 1时 ,

　　A =

B Jmb JmCJm

a
T T a

T
Jm

C b JmBJm

,

其中 B ,C∈ Rm×m ,a ,b∈ Rm ,T∈ R, Jm = (em ,em- 1 ,

… ,e1 ) (ei ( i = 1, 2,… ,m )为单位向量 ) .

　　定义 1. 2
[1 ]
　如果任意给定 i≠ j ,有 aij≤ 0,称

矩阵 A= (aij )∈ R
n× n
为 Z-矩阵 ;如果 A是非奇异的

Z-矩阵 ,且 A
- 1≥ 0,称 A为非奇异 M-矩阵 ,简称为

M-矩阵 . 设 < A > = (bij ) ∈ Rn×n , 其中 bij =

|aij|, i = j ,

- |aij|, i≠ j ,
i , j = 1, 2,… ,n,称 < A> 为 A的比

较矩阵 ;如果 A的比较矩阵 < A> 是非奇异的 M-矩

阵 ,则称 A为非奇异的 H-矩阵 ,简称为 H-矩阵 .

　　定义 1. 3　设 A∈ Rn× n为中心对称矩阵 ,如果

( 1)M ∈ Rn×n是非奇异的且 M ,N 为中心对称矩阵 ,

称 A = M - N为矩阵 A的中心对称分裂 ; ( 2)如果

A = M - N为矩阵 A的中心对称分裂且 M
- 1≥ 0,

N≥ 0,称 A = M - N为矩阵 A的中心对称正则分

裂 ; ( 3)如果 A = M - N为矩阵 A的中心对称分裂

且 M
- 1≥ 0,M- 1

N≥ 0,则称 A = M - N为矩阵 A

的中心对称弱正则分裂 .

　　定义 1. 4　若矩阵 A∈ Rn×n中的元素满足 ai, j =

0( j > n - i+ 1) ,则称 A为左上三角矩阵 ,若 ai, j =

0( j≥ n - i+ 1) ,则称 A为严格左上三角矩阵 ,对于

(严格 )右下三角矩阵也可以类似定义 .

　　 引理 1. 1
[2 ]
( 1)设矩阵 C为中心对称矩阵 ,则 C

的比较矩阵 < C > 及转置矩阵 C
T
为中心对称矩阵 ;

如果 C非奇异 ,则 C
- 1
为中心对称矩阵 ; ( 2)设 E, F∈

R
n× l
为中心对称矩阵 ,则 E± F为中心对称矩阵 ; ( 3)

设矩阵 A∈ R
n× k

,B∈ R
k× l
,则 AB∈ R

n×l
也为中心对

称矩阵 .

　　引理 1. 2
[3 ]
如果 A为对角元为正的 H-矩阵 ,则

对任意给定的 q∈ R
n
,线性互补问题 ( 1)有唯一解 .

　　引理 1. 3
[4 ]
设 A是 H-矩阵 , D= diag ( A ) , A =

D - B ,那么 ( 1) A非奇异 ; ( 2)|A
- 1
|≤ < A >

- 1
;

( 3)D是非奇异的且d(|D|
- 1
|B|) < 1.

　　引理 1. 4　设 A为中心对称矩阵 ,则 A正交相似

于块对角矩阵 ,当

　　 ( i)n = 2m时 ,设 P =
2
2

Im Im

- Jm Jm
,则

　　 P
T
AP =

B - JmC

B+ JmC
;

　　 ( ii )n = 2m + 1时 ,设 P =

2
2

Im Im

2

- Jm Jm

,则

　　 P
T
AP =

B - JmC

T 2TT

2 Jmb B+ JmC

.

　　引理 1. 5[2 ]　设 A
- 1≥ 0且 A= M 1 - N 1 = M 2

- N 2为矩阵 A的两个弱正则分裂 ,如果条件: ( 1)N 1

≤ N 2; ( 2)M - 1
1 ≥ M

- 1
2 ,N 1≥ 0; ( 3)M- 1

1 ≥ M
- 1
2 ,N 2

≥ 0之一成立 ,则d(M
- 1
1 N 1 )≤d(M

- 1
2 N 2 ) .

2　中心对称分裂与算法

2. 1　中心对称分裂

　　给出中心对称矩阵 A∈ Rn× n的两种特殊分裂 .

　　 ( i)对三角分裂Ⅰ :①当 n= 2m时 ,令 A= M 1 -

N 1 ,其中

　　M1 =
B1 JmC1Jm

C1 JmB1Jm
, N 1 =

B
*
1 JmC

*
1 Jm

C
*
1 JmB

*
1 Jm

,

这里 ,B1为 B的下三角矩阵 ,C1为 C的左上三角矩

阵 ; B*1 为 - B的严格上三角矩阵 ,C*1 为 - C的严格

右下三角矩阵 .

　　②当 n = 2m+ 1时 ,令 A = M 2 - N 2 ,其中

　　M2 =

B2 Jmb JmC2Jm

0 T 0

C2 b JmB2Jm

, N 2 =

B
*
2 0 JmC

*
2 Jm

- a
T

0 - a
T
Jm

C2
* 0 JmB

*
2 Jm

,

这里 ,B2为 B的下三角矩阵 ,C2为 C的左上三角矩

阵 ; B
*
2 为 - B的严格上三角矩阵 ,C

*
2 为 - C的严格

右下三角矩阵 .

　　由于 M1 ,N 1 ,M2 , N 2均为中心对称矩阵 ,由定义

1. 3可知对三角分裂 Ⅰ 为中心对称分裂 .

　　 ( ii )对三角分裂Ⅱ :①当 n= 2m时 ,令 A= R1 -

V1 ,其中

　　 R1 =
E1 Jm H1Jm

H1 JmE1Jm
,V1 =

E
*
1 Jm H

*
1 J m

H
*
1 JmE

*
1 Jm

这里 ,E1为 B的上三角矩阵 , H1为 C的右下三角矩

阵 ; E
*
1 为 - B的严格下三角矩阵 , H

*
1 为 - C的严格

左上三角矩阵 .

　　②当 n = 2m+ 1时 ,令 A = R2 - V2 ,其中
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　　 R2 =

E2 0 Jm H2Jm

a
T
T a

T
Jm

H2 0 JmE2Jm

,

V2 =

E
*
2 Jmb Jm H

*
2 Jm

0 0 0

H
*
2 b Jm E

*
2 Jm

,

这里 , E2为 B的上三角矩阵 , H2为 C的右下三角矩

阵 ; E*2 为 - B的严格下三角矩阵 , H*2为 - C的严格

左上三角矩阵 .

　　由于 R1 , V1 , R2 , V2均为中心对称矩阵 ,由定义

1. 3可知对三角分裂 Ⅱ 为中心对称分裂 .

2. 2　迭代算法

　　算法 1(对三角分裂松弛迭代算法 Ⅰ )

　　步骤 1: 任意给定初始值 z
0∈ Rn ,置 k = 0;

　　步骤 2:对 A的对三角分裂Ⅰ :当 n= 2m时 , A=

M 1 - N 1 ,求解互补子问题:

　　

z
k, 1≥ 0,

q - N 1z
k + M 1z

k , 1≥ 0,

(z
k, 1
)
T
(q - N 1z

k
+ M 1z

k , 1
) = 0;

( 2)

当 n = 2m + 1时 , A = M 2 - N 2 ,求解互补子问题:

　　

z
k, 1
≥ 0,

q - N 2z
k
+ M 2z

k , 1
≥ 0,

(zk, 1 ) T (q - N 2z
k + M 2z

k , 1 ) = 0;

( 3)

　　步骤 3: z
k+ 1

= kz
k, 1
+ ( 1 - k)z

k
(k为松弛因

子 ) ;

　　步骤 4: k∶= k+ 1,转步骤 2,直至收敛 .

　　注　当 n= 2m时 ,根据引理 1. 4可知 ,求表达式

q - N 1z
k
+ M1z

k+ 1
等价 于 求 表达 式 P

T
q -

P
T
N 1PP

T
z
k
+ P

T
M 1PP

T
z
k+ 1

,而

　　P
T
M1P =

B1 - JmC1

B1+ JmC1
=

T1

T2
= M .

　　P
T
N 1P =

B
*
1 - JmC

*
1

B
*
1 + JmC

*
1

=

H1

H2
= N ,

这里 , T1 = B1 - JmC1 , T2 = B1+ JmC1均为 m× m

下三角矩阵 , H1 = B
*
1 - JmC

*
1 , H2 = B

*
1 + JmC

*
1 均

为 m× m严格上三角矩阵 .设 P
T
z
k+ 1

= y
k+ 1

, P
T
z
k
=

y
k
, p

T
q = q, 则 表 达 式 P

T
q - P

T
N 1 PP

T
z
k
+

P
T
M1PP

T
z
k+ 1变为表达式

　　
q1

q2
-

H1

H2

y
k
1

y
k
2

+
T1

T2

y
k+ 1
1

y
k+ 1
2

,

所以 ,表达式 P
T
q - P

T
N 1PP

T
z
k
+ P

T
M1PP

T
z
k+ 1
就简

化为两个表达式: q1 - H1y
k
1+ T1 yk+ 1

1 和q2 - H2y
k
2+

T2yk+ 1
2 .

　　同理 ,当 n = 2m+ 1时 ,也有相似的结论 .

　　算法 2(对三角分裂松弛迭代算法 Ⅱ )

　　步骤 1:任意给定初始值 z
0∈ Rn ,置 k = 0;

　　步骤 2: 对 A的对三角分裂Ⅱ :当 n = 2m时 , A=

R1 - V1 ,求解互补子问题:

　　

z
k , 2
≥ 0,

q - R1z
k
+ V1z

k , 2
≥ 0,

(zk, 2 ) T (q - V1z
k + R1zk , 2 ) = 0;

( 4)

当 n = 2m+ 1时 , A = R2 - V2 ,求解互补子问题:

　　

z
k , 2
≥ 0,

q - V2z
k
+ R2z

k , 2
≥ 0,

(zk, 2 ) T (q - V2z
k + R2zk , 2 ) = 0;

( 5)

　　 步骤 3: z
k+ 1

= kz
k, 2
+ ( 1 - k)z

k
(k为松弛因

子 ) ;

　　步骤 4: k∶ = k+ 1,转步骤 2,直至收敛 .

3　算法分析

3. 1　收敛性分析

　　引理 3. 1　设 A= Mi - N i (当 n= 2m时 i= 1,

当 n= 2m+ 1时 i= 2)为 A的对三角分裂Ⅰ , A、 Mi

分别为对角元为正的 H-矩阵 , z
*
为问题 ( 1)的唯一

解 ,则对任意的向量 q∈ R
n
及任意的初始向量 z

0
∈

R
n
, z

0
≥ 0,由算法 1产生的序列 {z

k, 1
}及 {z

k
}满足

　　 < Mi > |z
k, 1

- z
*
|≤|N i||z

k
- z

*
|. ( 6)

　　 证明　由于 Mi为对角元为正的 H - 矩阵 ,由

引理 1. 2知子问题 ( 2)或 ( 3)有唯一解 ,即 z
k, 1是唯一

定义的 .逐个分量地来证明不等式 ( 6) .

　　 对任意的 j ,假设|z
k, 1
- z

*
|j = (z

k, 1
- z

*
) j ,如

果 z
k, 1
j = 0,则由于 ( 6)式左边向量的第 j个分量非正

而右边向量的分量始终为非负 ,则 ( 6)式显然成立 .

　　再假设 z
k, 1
j > 0,则由算法 1可得 (q - N i z

k +

Miz
k , 1
) j = 0.另一方面有 (q - N iz

*
+ Miz

*
)j ≥ 0.

相减可得 (Mi (zk, 1 - z
* ) )j ≤ ( N i (zk - z

* ) ) j .从而

( < Mi > |zk, 1 - z
* |)j ≤ (|N i||zk - z

*|) j .

(因为 Mi的对角元为正 ,|zk, 1 - z* |j = (zk, 1 - z* ) j ) .

　　 类似可证 ,当|z
k, 1
- z

*
|j = (z

*
- z

k, 1
) j时 , ( 6)

式也成立 .

　　设 A∈ Rn×n , D = diag( A ) , A = D - B ,若|D|

非奇异 ,则令 J = |D|- 1|B|.为方便起见 ,令 d=

d(J ) ,若 A为 H-矩阵 ,则由引理 1. 3可知d< 1.

　　定理 3. 1　设 A= Mi - N i (当 n= 2m时 i= 1,

当 n = 2m+ 1时 i = 2)为 A的对三角分裂Ⅰ , A、 Mi
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分别为对角元为正的 H-矩阵 ,且 < A > = < Mi

> - |N i|,则对任意的初始值 z
0
∈ R

n
,当k∈ ( 0,

2
1+ d)时 ,由算法 1产生的序列 {z

k
}收敛于中心对称

线性互补问题 ( 1)的唯一解 z
* .

　　证明　因为 A为对角元为正的 H-矩阵 ,所以问

题 ( 1)有唯一解 z
* .根据算法 1可知 z

k+ 1 = kzk , 1+ ( 1

- k)z
k
,所以

　　zk+ 1 - z* = kzk, 1+ ( 1 - k)z* - z* = k(zk, 1 -

z
* ) + ( 1 - k) (zk - z

* ) .

又由引理 3. 1可知

　　|zk, 1 - z
* |≤ < Mi > - 1|N i||zk - z

* |.

所以

　　|zk+ 1 - z
*|≤k< Mi > - 1|N i‖ z

k - z
*|+ ( 1

- k)|zk - z
* |= [k< Mi > - 1|N i|+ ( 1 - k) I ]|zk

- z
*|.

　　 设 H = k < Mi > - 1|N i|+ ( 1 - k) I ,下证

d( H ) < 1.由于d( H )≤d(|H|) ,只要证d(|H|) <

1.而|N i|= < Mi > - < A > ,于是有

　　|H|≤|k < Mi > - 1|N i|+ |1 - k|I|≤k <

Mi > - 1|N i|+ |1- k|I = k< Mi > - 1 ( < Mi > - <

A> ) + |1 - k|I = (k+ |1 - k|) I - k < Mi

>
- 1
|D|( I - J ) ≤ (k+ |1 - k|) I - k < Mi

> - 1|D|( I - JX) ,

这里 JX= J + XeeT ,X为任意小的正数 ,e = ( 1, 1,… ,

1) T ∈ Rn ,由于 J为非负矩阵 ,于是对任意小的正数

X,JX = J + XeeT 为 不 可 约的 正 矩阵 , 根据

Perron-Frobenius定理可知 ,存在向量 xX > 0,使得

JXxX= dXxX.又因为k∈ ( 0,
2

1+ d
) ,从而|1 - k|+

kd< 1,由谱半径的连续性可得:对任意小的正数 X,

有|1 - k|+ kdX < 1.因此

　　|H|xX≤ (k+ |1 - k|) xX- k< Mi > - 1|D|( I

- JX)xX = (k+ |1 - k|)xX - k( 1 - dX) < Mi

> - 1|D|xX ≤ (k + |1 - k|)xX - k( 1 -

dX)|D|- 1|D|xX= [k+ |1 - k|- k( 1 - dX) ]xX=

(|1 - k|+ kdX)xX < xX,

其中第二个不等式用到 |D|
- 1
≤ < Mi >

- 1
.因此

(|H|xX) j
( xX) j

< 1, j = 1, 2,… ,n.因此由文献 [5 ]中的定

理 4. 1可得d(|H|) < 1.证毕 .

　　定理 3. 2　设 A= Mi - N i (当 n= 2m时 i= 1,

当 n = 2m+ 1时 i = 2)为 A的对三角分裂 Ⅱ , A、

Mi ( i = 1, 2)分别为对角元为正的 H-矩阵 ,且 < A

> = < Mi > - |N i|,则对任意的初始值 z
0
∈ R

n
,当k

∈ ( 0,
2

1+ d)时 ,由算法 2产生的序列 {z
k
}收敛于中

心对称线性互补问题 ( 1)的唯一解 z
* .

　　证明过程同理定理 3. 1.

3. 2　收敛速度分析

　　 定理 3. 3　设 A为中心对称 H-矩阵 , A= D -

( L + U )为 A的 Jacobi分裂 , A = M - N为 A的对

三角分裂 Ⅰ ,则有d(M - N )≤d(D
- 1
(L + U) ) .

　　证明　因为 A为中心对称 H-矩阵 ,所以 A
- 1
≥

0.由于 A= M - N为 A的对三角分裂Ⅰ ,所以 A=

M - N为 A的正则分裂 ,又由于 0≤ N≤ (L+ U ) ,

由引理 1. 5可得d(M - N )≤d(D- 1 ( L+ U ) ) .

　　 定理 3. 4　设 A为中心对称 H-矩阵 , A= D -

( L+ U )为 A的 Jacobi分裂 , A= R- V为 A的对三

角分裂 Ⅱ ,则有d( R - V )≤d(D- 1 (L + U) ) .

　　定理 3. 3和定理 3. 4说明对三角分裂Ⅰ 与对三

角分裂 Ⅱ 迭代算法比传统的 Jacobi分裂迭代算法收

敛速度快 .

4　数值实验

　　 对中心对称线性互补问题: z≥ 0, q+ Az≥ 0,

z
T
(q+ Az ) = 0,其中

　　q = ( - 1, 0, 0, - 1)
T
,

A =

2 - 1 0 0

- 1 2 - 1 0

0 - 1 2 - 1

0 0 - 1 2

.

用 Gauss-seidel迭代法得到迭代阵的谱半径为d(GG )

= 0. 6545;如采用对三角分裂松弛迭代算法 Ⅰ 与对

三角分裂松弛迭代算法 Ⅱ ,得到迭代阵的谱半径为

d(GO1 ) = d(GO2 ) = 0. 5. 这说明对三角分裂松弛迭代

算法Ⅰ 与对三角分裂松弛迭代算法Ⅱ比 Gauss-seidel

迭代法有更好的收敛速度 .
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