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摘要:对求解对流 -扩散方程初边值问题的第二类 Saul’ yev非对称格式以及古典显、隐格式进行组合 ,提出一种

新的求解对流 -扩散方程的显示交替分组方法 ,并对新方法进行稳定性分析和数值实验 .新方法针对内点为偶数

的情况 ,在节点两端点处用分组格式进行处理 ,所得解的精度高 ,稳定性好 ,容易在并行机上实现 .
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Abstract: A new kind of AGE scheme for convection-diffusion equation is proposed by combing the

Saul’ yev asymmetric with classical implicit method and the classical explicit method. The si tuation
of odd intertnal pi th point use dif ferent w ay to deal w ith the boundaries is discussed. For the
examples solv ed the mumerical results obtained by the present method are in satisfactory agreement
with the exact solution.
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　　扩散方程

　　
 u
 t
+ k
 u
 x

= X
 2u
 2x

, 0 < x < 1, 0 < t < T ,X> 0,

( 0. 1)

　　u (x , 0) = f (x ) , 0 < x < 1, ( 0. 2)

　　u ( 0, t ) = g1 ( t ) ,u( 1, t ) = g2 ( t ) , 0 < t < T

( 0. 3)

的初边值问题的数值解法己有很多种 ,如古典显格

式、古典隐格式、 Crank-Nicolson格式、有限元方法

等 .这些方法可归结为两大类:一类是显格式 ,适合在

并行计算机上使用 ,如古典显式 ,但是这类格式是条

件稳定的 ,对时间步长有很强限制 ;另一类是隐格式 ,

这类格式无条件稳定 ,但需要解联立方程组 ,如古典

隐式、 Crank-Nicolson格式 .这类格式不便在并行计

算机上直接使用 ,特别是复杂的多维问题 ,计算规模

特别大 ,需要在多处理器的并行机上计算 ,因此构造

具有并行本性的差分法 ,有重要的意义和价值 . D. J.

Evans和 A. R. B. Abdullah
[1, 2 ]巧妙地利用第一类

Saul’ yev非对称格式 ,设计适合于并行计算的交替分

组显式 ( AGE)方法 .张宝琳等 [3, 4 ]提出交替分段、分

块的显 -隐方法 .本文对第二类 Saul’ yev格式
[ 3, 4]
以及

古典显式、古典隐式、 Crank-Nicolson格式进行组合 ,

得到一种新的求解对流 -扩散方程的显示交替分组方

法 .数值试验结果比较理想 .该方法适合并行计算的

本性 ,易于在并行机上实现 .

1　差分和分组格式

1. 1　几种差分格式

　　将区域 ( 0, 1)× ( 0, T )进行剖分 ,记空间步长 h

= 1 /m ,时间步长为 Δt ,xi = ih( i = 0, 1,… ,m ) , tn =

nΔt (n = 0, 1,… , [T /Δt ],节点为 (xi , tn ) .计算问题

( 0. 1) ～ ( 0. 3)的解在节点 (xi , tn )处的数值解 u
n
i .

　　定义

　　Wxuni =
u
n
i+ 1 - u

n
i

h
,Wx-uni =

u
n
i - u

n
i- 1

h
,

　　Wx̂ u
n
i =

u
n
i+ 1 - u

n
i- 1

2h ,Wtu
n
i =

u
n+ 1
i - u

n
i

Δt .
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　　逼近方程 ( 0. 1)的两个第二类 Saul’ yev非对称

格式为

　　Wtuni +
k
2
(
u
n+ 1
i+ 1 - u

n
i- 1

2h
+ Wx̂ u

n
i ) =

X
2
(Wx (Wx-u )ni +

h
- 1 (Wxun+ 1

i - Wx-uni ) ) , ( 1. 1)

　　Wtuni +
k
2
(
u
n
i+ 1 - u

n+ 1
i- 1

2h
+ Wx̂ u

n
i ) =

X
2
(Wx (Wx- u)n+ 1

i

+ h
- 1 (Wxuni - Wx-un+ 1

i ) ) ; ( 1. 2)

古典隐式为

　　Wtu
n
i + kWxu

n+ 1
i = X(Wx- (Wx u

n+ 1
i ) ) ; ( 1. 3)

古典显式为

　　Wtuni + kWxuni = X(Wx- (Wx uni ) ) . ( 1. 4)

　　记 r = Δt /h2 ,那么 ( 1. 1)～ ( 1. 4)式可以对应写

成 ( 1. 5) ～ ( 1. 8)式 .

　　 ( 1+ 1
2
rX)un+ 1

i - 1
2
r (X- kh

2
)un+ 1

i+ 1 = 1
2
r ( 2X+

kh )uni- 1+ ( 1 -
3
2
rX)uni +

1
2
r (X-

kh
2
)uni+ 1 , ( 1. 5)

　　 -
1
2 r ( 2X+ kh )u

n+ 1
i- 1 + ( 1+

3
2 rX)u

n+ 1
i -

1
2 r (X

-
kh
2
)un+ 1

i+ 1 = ( 1 -
1
2
rX)uni +

1
2
r (X-

kh
2
)uni+ 1 ,

( 1. 6)

　　 - Xrun+ 1
i- 1 + ( 1 - hkr + 2Xr )un+ 1

i + (hkr -

Xr )un+ 1
i+ 1 = u

n
i , ( 1. 7)

　　u
n+ 1
i = Xruni- 1 + ( 1 + hkr - 2Xr )uni + (Xr -

hkr )u
n
i+ 1 . ( 1. 8)

1. 2　几种分组格式

　　 ( 1) 4点组: 假设已知 u (x , t )在第 n层的值 u
n
i ,为

了求第 n + 1层的值 u
n+ 1
i ,在内点为 ( i+ j ,n + 1) ( j

= 0, 1, 2, 3)的 4个内点上 ,分别应用 ( 1. 5) ～ ( 1. 8)

式 ,其差分格式是:

　　

( 1+
1
2
rX)un+ 1

i -
1
2
r (X-

kh
2
)un+ 1

i+ 1 =

　　 1
2
r ( 2X+ kh)uni- 1 + ( 1 - 3

2
rX)uni +

　　
1
2
r (X-

kh
2
)u

n
i+ 1 ,

- Xru
n+ 1
i + ( 1 - hkr + 2Xr )u

n+ 1
i+ 1 - (X-

　　hk )run+ 1
i+ 2 = u

n
i+ 1 ,

-
1
2
( 2X+ kh )un+ 1

i+ 1 + ( 1+
3
2
rX)un+ 1

i+ 2 -

　　
1
2 r (X-

kh
2 )u

n+ 1
i+ 3 = ( 1 -

1
2 rX)u

n
i+ 2 +

　　
1
2
r (X-

kh
2
)uni+ 3 ,

u
n+ 1
i+ 3 = Xru

n
i+ 2 + ( 1+ hkr - 2Xr )u

n
i+ 3 +

　　 (X- hk )runi+ 4 .

( 1. 9)

　　 ( 2) 2点组:靠近左边界 x = 0的两个内点 ( i ,n+

1) ( i = 1, 2)其中 ( 0,n+ 1)为左边界点 ,在这两内点

上 ,分别应用 ( 1. 6)式和 ( 1. 8)式 ,可得靠近左边界处

的 2点的差分格式:

　　

-
1
2
r ( 2X+ kh )u

n+ 1
0 + ( 1+

3
2
rX)u

n+ 1
1 -

　　
1
2
r (X-

kh
2
)un+ 1

2 = ( 1 -
1
2
rX)un1 +

　　 1
2
r (X- kh

2
)un2 ,

u
n+ 1
2 = Xrun1 + ( 1+ hkr - 2Xr )un2+

　　 (X- hk) ru
n
3 .

( 1. 10)

　　 靠近右边界的 2个点为 (m - j ,n + 1) ( j = 1,

2) ,则 (m ,n+ 1)为右边界点 ,且 u
n+ 1
m 的值由边界条

件给出 ,在这 2个内点处分别应用 ( 1. 5)式和 ( 1. 7)

式 ,可得靠近右边界处的 2点差分格式是:

　　

( 1+
1
2
rX)un+ 1

m- 2 -
1
2
r (X-

kh
2
)un+ 1

m- 1 =

　　 1
2
r ( 2X+ kh )unm- 3+ ( 1 - 3

2
rX)unm- 2+

　　
1
2
r (X-

kh
2
)u

n
m- 1 ,

- Xru
n+ 1
m- 2 + ( 1 - hkr+ 2Xr )u

n+ 1
m- 1 -

　　 (X- hk) run+ 1
m = u

n
m- 1.

( 1. 11)

由于对流 -扩散方程边界条件己知 ,故以上几种分组

均可以显式求出第 (n + 1)层的未知量 .

2　交替分组方法

　　只考虑分点数 m为奇数的情况 ,此时内点数 m

- 1是偶数 .按上述四点组 ( 1. 9)划分 ,则在边界节点

有可能剩余 0点或 2点 .

　　 ( 1)当 m - 1= 4k+ 2(k为整数 )时 ,设 n为偶

数 , 4点一组 ,并把 tn+ 1层上的内点划分为 (k+ 1)组 .

从左至右 ,前 4k个内点 ,用 4点组 ( 1. 9)式 ,靠近右边

界 2个内点 ,用 2点组 ( 1. 11)式 ;在第 tn+ 2层划分为 (k

+ 1)组 ,从左至右 ,第 1组为靠近左边界的 2个内点 ,

用两点组 ( 1. 10)式 ,接下来的 4k个内点 ,用 4点组

( 1. 9)式 .上述两层格式交替使用 ,得到差分格式的

矩阵形式是:

　　
( I + rG1 )U

n+ 1
= ( I - rG2 )U

n
+ b1 ,

( I + rG2 )Un+ 2 = ( I - rG1 )Un+ 1 + b2 ,
( 2. 1)

其中

　　U
n
= (u

n
1 ,u

n
2 ,… ,u

n
m- 1 )

T
,G1 = diag ( A1 , A2 ,… ,

Ak , A″) , G2 = diag( A′, A1 ,… , Ak ) ,
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　　b1 = (
1
2
r ( 2X+ kh)un0 , 0,… , 0, r (X- hk )un+ 1

m ) T ,

b2 = (
1
2
r ( 2X+ kh)un+ 1

0 , 0,… , 0, r (X- hk )un+ 1
m ) T ,

b1和 b2是与边界条件有关的 (m - 1)维向量 .

　　 ( 2)当 m - 1 = 4k时 ,设 n为偶数 ,同样 ,在 tn+ 1

层上划分 k组 ,用 4点组 ( 1. 9)式 ;在 tn+ 2层划分为 (k

+ 1)组 ,靠近左边界的 2个内点 ,用 2点式 ( 1. 10) ,靠

近右边界的 2个内点 ,用 2点组 ( 1. 11)式 ,两层格式

交替使用得到差分格式的矩阵形式是:

　　
( I+ rG

~
1 )U

n+ 1
= ( I - rG

~
2 )U

n
+ b
~
1 ,

( I+ rG
~

2 )Un+ 2 = ( I - rG
~

1 )Un+ 1 + b
~
2 .

( 2. 2)

其中

　　U
n
= (u

n
1 ,u

n
2 ,… ,u

n
m- 1 )

T
, G~ 1 = diag( A1 , A2 ,… ,

Ak ) , G~ 2 = diag( A′, A1 ,… , Ak- 1 , A″) ,

　　b
~
1 = (

1
2r ( 2X+ kh )u

n
0 , 0,… , 0, r (X- hk )u

n
m )

T
,b~2

= (
1
2
r ( 2X+ kh )u

n+ 2
0 , 0,… , 0, r (X- hk )u

n+ 2
m )

T
,b~1和

b~2是与边界条件有关的 (m - 1)维向量 .

　　 Ai =

1
2
X -

1
2
(X-

kh
2
) 0 0

- X 2X- hk - (X- hk ) 0

0 -
1
2
( 2X+ hk )

3
2
X -

1
2
(X-
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2
)

0 0 0 0

,

( i = 1, 2,… ,k ) ,

　　 A′=
3
2
X -

1
2
(X-

kh
2
)

0 0

, A″=

1
2X -

1
2 (X-

kh
2 )

- X 2X- hk

.

　　 从矩阵的构造可以看出 ,格式 ( 2. 1) 和格式

( 2. 2)式在 (n+ 1)层或 (n+ 2)层建立了若干个可以

独立计算的子系统 ,因此可以在并行计算机上直接使

用 . 另外 ,还可以在相邻的 4个时间层上组合使用

( 2. 1)式或 ( 2. 2)式 ,可得到双交替分组四点方法

( 2. 3)和 ( 2. 4) ,该方法稳定 ,且数值试验结果较好 .

　　

( I+ rG1 )Un+ 1 = ( I - rG2 )Un + b1 ,

( I+ rG2 )U
n+ 2

= ( I - rG1 )U
n+ 1

+ b2 ,

( I+ rG2 )Un+ 3 = ( I - rG1 )Un+ 2 + b3 ,

( I+ rG1 )U
n+ 4

= ( I - rG2 )U
n+ 3

+ b4 .

( 2. 3)

　　

( I+ rG
~

1 )Un+ 1 = ( I - rG
~

2 )Un + b
~
1 ,

( I+ rG
~

2 )U
n+ 2

= ( I - rG
~

1 )U
n+ 1

+ b
~
2 ,

( I+ rG
~

2 )Un+ 3 = ( I - rG
~

1 )Un+ 2 + b
~
3 ,

( I+ rG
~

1 )U
n+ 4

= ( I - rG
~

2 )U
n+ 3

+ b
~
4 .

( 2. 4)

3　稳定性分析

　　事实上 ,矩阵 Ai ,M ,M′,M″为非负实阵 ,则易证

Gi , G~ i ( i = 1, 2, 3, 4)均为非负实阵 ,所以满足 Kellog g

引理
[3～ 5 ]
条件 .

　　在齐次边界条件下有

　　U
n
= GU

n- 1
, ( 3. 1)

其中 G为增长矩阵 ,

　　 G = ( I + rG2 )
- 1
( I - rG1 ) ( I + rG1 )

- 1
( I -

rG2 ) . ( 3. 2)

记

　　 G
^
= ( I+ rG2 )G( I+ rG2 ) - 1 = ( I - rG1 ) ( I+

rG1 ) - 1 ( I - rG2 ) ( I+ rG2 ) - 1 . ( 3. 3)

利用 Kellogg引理可得 d(G) = d(G
^
) ≤ ‖ ( I +

rG2 )G( I + rG2 )
- 1
‖ 2≤ 1,所以该方法是稳定的 .

4　数值实验

　　对方程

　　
 u
 t + k

 u
 x = X

 
2
u
 
2
x
, 0 < x < 1, 0 < t < T ,X> 0,

及其初始条件和边界条件:

　　u (x , 0) = 0, 0 < x < 1;

　　u ( 0, t ) = 0,u( 1, t ) = 1, 0 < t < T.

用文献 [2]的方法和格式 ( 2. 4) , 取 m = 11,h =

1 /11,Δt = 0. 001,网比 r = 1. 21, tn = 0. 5进行计算 ,

数值解的绝对误差 ( A. E,取 e
n
j = {unj - u( xj , tn )|)和

相对误差 ( P. E,取 E
n
j =

|enj|
|u (x j , tn )|× 100)的结果如

表 1所示 .

表 1　数值解的绝对误差 (A. E)和相对误差 ( P. E)比较

Table 1　 Compar ison of the absolute and the percentage error

of the numerical solution

f (x i )
Evans’ method

交替分组方法
Alternating　
group meth od

A. E P. E A. E P. E

精确解
Exact solution

1 0. 00000 0. 00601 0. 00012 0. 21102 0. 05503

2 0. 00000 0. 00153 0. 00020 0. 1748 0. 11534

3 0. 00003 0. 0196 0. 00034 0. 18990 0. 18144

4 0. 00003 0. 01258 0. 00041 0. 16207 0. 25392

5 0. 00004 0. 0105 0. 00049 0. 14725 0. 33342

6 0. 00004 0. 00980 0. 00051 0. 12073 0. 42061

7 0. 00002 0. 00568 0. 00048 0. 09317 0. 51623

8 0. 00002 0. 00360 0. 00043 0. 06957 0. 62108

9 0. 00001 0. 00198 0. 00029 0. 03947 0. 73603

10 0. 00003 0. 00380 0. 00019 0. 2168 0. 86200

　　由表 1结果可以看出 ,本文方法比文献 [2 ]方法

得到解的精度更高 ,并且可直接在并行机上实现 .

(下转第 150页 Continue on page 150)　　
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献 [6]格式进行计算 (在 matlab环境下 )的数值结果

见表 1和表 2.表 1和表 2中的第 1列是 t = 1时刻网

格结点的空间坐标 ,第 2列是精确解 ,后 3列是取不

同时间步长所得数值结果的绝对误差 .

表 1　 SSPI格式所得的数值结果 (h= 1 /20, t = 1)

Tabl e 1　 The numer ical results of SSPI scheml

x
精确解
Exact
solution

绝对误差
Abs t ract error

f= 0. 01 f= 0. 05 f= 0. 1

0. 2 0. 301194 5. 62E- 4 0. 00186 0. 00288

0. 4 0. 246597 7. 20E- 4 0. 00259 0. 00417

0. 6 0. 201897 3. 86E- 4 0. 00191 0. 00357

0. 8 0. 165298 1. 39E- 4 0. 00076 0. 00175

表 2　文献 [6 ]格式所得的数值结果 (h= 1 /20, t = 1)

Tabl e 2　 The numer ieal results of reference [6]

x
精确解
Exact
solution

绝对误差
Abs t ract error

f= 0. 01 f= 0. 05 f= 0. 1

0. 2 0. 301194 5. 45E- 4 0. 00246 0. 00433

0. 4 0. 246597 8. 18E- 4 0. 00391 0. 00661

0. 6 0. 201897 8. 48E- 4 0. 00385 0. 00627

0. 8 0. 165298 5. 07E- 4 0. 00229 0. 00374

　　从表 1的数值结果可以看出 , SSPI格式对求解

对流方程是非常有效的 ,而且具有很高的精度 ,其局

部截断误差为 O(Tf2+ f2+ h
4 ) .与表 2的结果比较 ,

SSPI格式比文献 [6 ]格式的精度有所提高 .

　　可以利用 ( 2)式将 ( 15)式变为包含一阶导数的

形式

　　 (
h
3
+ r )mn+ 1

i- 1 + 4mn+ 1
i + (

h
3
- r )un+ 1

i+ 1 =
h
3
(mn

i- 1

+ 4mn
i + m

n
i+ 1 ) , ( 19)

其中 r = a( 1 - b) /Tb. 当函数的一阶导数以未知量

形式出现 ,包含导数边界条件可以直接纳入求解过程

之中 ,然后利用样条基本关系式 ,可得出各网格结点

的函数值 ,避免了在通常的有限差分法中处理带有导

数的边界条件时所遇到的困难 .显然 ,这非常类似于

文献 [9]的三次样条配置法 .

4　结束语

　　本文提出的 SSPI格式不仅能够方便的求解对流

方程的第一类边值问题 ,也能很方便地利用格式 ( 19)

求解第二、三类边值问题 ,能广泛的应用于流体力学、

水动力学和传热学领域 ,是一种非常有效的算法 .
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