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摘要:针对对流方程第一类初边值问题 ,基于子域精细积分的思想 ,结合三次样条函数逼近 ,提出一个含参数 T(T

> 0)无条件稳定的样条子域精细积分 ( SSPI)格式 ,并进行数值实验 . SSPI格式求解对流方程有效 ,而且局部截

断误差为 O(Tf2 + f2+ h4 ) . SSP I格式不仅能够求解对流方程的第一类边值问题 ,而且能够求解第二类、第三类

初边值问题 ,是一种有效的算法 .
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Abstract: Based on sub-domain precise integ ration method and combined the cubic spline function

approximation, it presents the Spline Sub-domain Precise Integ ration ( SSPI) scheme containing

parameter for the first initial-boundary value problem of convection equation. It is show ed that this

implicit scheme is unconditionally stable. The accuracy of the SSPImethod isO(Tf2+ f2+ h
2 ) , and

the present method can be conveniently used to solve the second and the thi rd initial-boundary value

problems, i t is a effectiv e method.
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　　对流方程是一个模拟理想流动的方程 ,是一个既

无耗散又无弥散的波动方程 . 因此 , 研究对流方程

的解法具有重要意义 . 对于对流方程的数值解法已

经有了很多较好的结果 [1～ 4 ] ,其中钟万勰等 [ 5 ]提出的

子域精细积分方法受到许多学者的关注 .

　　到目前为止 ,已有许多学者利用子域精细积分的

方法很好地解决了偏微分方程中的许多问题 [5～ 7 ] .但

是将三次样条函数逼近和子域精细积分方法相结合

的方法尚未见到 .本文基于子域精细积分法
[5, 6 ]
的思

想 ,结合三次样条函数逼近 ,针对对流方程初边值问

题 ,提出了一种含参数T(T> 0)的无条件稳定的二层

隐式格式 ,且系数矩阵是严格三对角占优的 ,可用追

赶法求解 .

1　三次样条基本公式及精度

1. 1　三次样条基本思想和基本公式 [8 ]

　　三次样条近似的基本思想是: 分段用三次曲线

来逼近真实解 ,在不同的段上它们一般是不同的 ,但

是必须满足插值条件和连接条 , 从而导出在节点处

的函数值、一阶导数值及二阶导数值之间的基本关系

式 . 把上述三类值作为未知量 ,直接代入微分方程

中 ,结果得到一个有限的线性方程组 ,通过解线性方

程组而求出微分方程的近似解 .

　　根据文献 [9] ,可得到如下常用的基本三次样条

关系式:

　　
h
6 (Mi- 1 + 4Mi + Mi+ 1 ) =

1
h

(ui+ 1 - 2ui +

ui- 1 ) , ( 1)

　　mi- 1+ 4mi + mi+ 1 =
3
h

(ui+ 1 - ui- 1 ) , ( 2)
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　　mi+ 1 - mi =
h
2
(Mi + Mi+ 1 ) , ( 3)

　　mi =
h
3
Mi +

h
6
Mi- 1+

ui - ui- 1

h
, ( 4)

　　Mi =
2mi- 1

h
+

4mi

h
- 6

ui - ui- 1

h
2 , ( 5)

其中 mi , Mi分别表示一阶导数和二阶导数在节点上

的近似值 ,ui表示三次样条函数在节点的函数值 ,h为

步长 , i = 1, 2,… ,n - 1.在本文的计算中 ,只用到一

阶导数在节点的近似值 .

1. 2　精度
[9 ]

　　离散误差通过基本三次样条关系进行估计 .例

如应用算子符号 E ,方程 ( 2)能写成

　　mi =

1
h

2 {
3[h2 ( E+ 1 - 1) + h

2 ( 1 - E
- 1 ) ]

hE
- 1+ 4h+ hE

+ 1 }u( xi ) , ( 6)

其中 E的表示如下:

　　E
+ 1 = e

hD , E- 1 = e
- hD .

方程 ( 6)能够被展开幂级数 ,并且最后得出

　　mi = (ux )i -
1

180
h

4 (uxxx x ) i+ O(h6 ) . ( 7)

方程 ( 7)也已被法依夫 ( Fyfe) [ 10] 所得到 ,容易看出 ,

一阶导数具有四阶精度 .

2　样条子域精细积分 ( SSPI)格式

　　考虑对流方程的初边值问题:

　　
 u
 t = a

 u
 x , 0 < x < L , t > 0, ( 8)

　　u (x , 0) = f (x ) , 0≤ x≤ L , ( 9)

　　u (L , t ) = g ( t ) , t > 0, ( 10)

其中 u (x , t )是关于 x与 t的二元未知函数 ,a(a > 0)

是常数 .取时间步长f,空间步长 h =
L
M

(M为正整

数 ) ,在节点 (x i , tn ) = ( ih,nf)处的数值解记为 u
n
i .

　　令 p = a
 u
 x

,为了构造精度高而且稳定性好的精

细积分格式 ,首先引入一个附加项 Tui (T> 0是参

数 ) ,加到方程 ( 8)第一式的两端 ,得

　　
dui
dt

+ Tui = q, ( 11)

其中 q = p + Tui .如果 q取某一个常数 ,则利用常数

变易法可解得方程 ( 11)的通解为

　　ui ( t ) = Ce
-Tt + q

T
, ( 12)

其中 C是任意常数 .由条件 ui ( tn ) = u
n
i ,确定该常数

C ,并将 t = tn+ 1代入 ( 12)式 ,整理得

　　u
n+ 1
i = bu

n
i +

1 - b
T q,b = e

-Tf
∈ ( 0, 1) , ( 13)

　　可见 ,按不同的方式给出 q的值 ,就会得到不同

的子域精细积分格式 .我们引进三次样条函数来逼近

u (x , t ) ,取

　　q = am
n+ 1
i + Tun+ 1

i , ( 14)

将 q代入 ( 13) ,整理得

　　u
n+ 1
i = u

n
i +

( 1 - b)
Tb

am
n+ 1
i . ( 15)

由 ( 15)式 ,可得

　　u
n+ 1
i+ 1 = u

n
i+ 1 +

( 1 - b)
Tb

am
n+ 1
i+ 1 ,un+ 1

i- 1 = u
n
i- 1 +

( 1 - b )
Tb

am
n+ 1
i- 1 . ( 16)

利用 ( 2)式及 ( 15)和 ( 16)式可得到

　　 ( 1+
3r
h

)u
n+ 1
i- 1 + 4u

n+ 1
i + ( 1 -

3r
h

)u
n+ 1
i+ 1 = u

n
i- 1+

4u
n
i + u

n
i+ 1 , ( 17)

其中 r=
a( 1 - b)
Tb

, i= 1, 2,… , M - 1.显然 , ( 17)式

仍为隐式格式 ,但是其系数矩阵都为严格对角占优的

矩阵 ,所以容易用追赶法求解 .

　　根据 Fourier方法对格式 ( 17)进行稳定性分析 ,

令 u
n
j = λneijθ并将其代入 ( 17)式 ,计算整理得传播因

子

　　λ=
4+ 2cosθ

4+ 2cosθ- i6csinθ
,其中 c =

r
h

.

很显然|λ|≤ 1恒成立 ,所以隐式格式 ( 17)对任意参

数T> 0是无条件稳定的 .

　　此外 ,利用 Taylor展开式容易求得格式 ( 17)在

局部截断误差为 O (Tf2+ f2 + h
4 ) .

　　在数值计算过程中 ,右边界点上的值可以直接

用边界条件 ( 10)计算 ,而在左边界点上 ,利用 u( x , t )

沿特征线方向为常数这一性质 ,得知 u ( 0, tn+ 1 ) =

u (x , tn ) ,其中 x =
f
a
.因此 ,为了方便得出左边界点

的导数值 ,用 u
n
1 ,u

n
2 ,u

n
3 ,u

n
4对 u (x , tn )做三次 B样条插

值 [ 8] ,得左边界点的计算公式

　　u ( 0, tn+ 1 ) = ∑
4

i= - 1
ciB3 (

x - xi
h

) , i = - 1, 0, 1, 2, 3,

4, ( 18)

ci满足方程组 Ac = f ,其中

　　 A =

- 1 0 1 0 0 0

1 4 1 0 0 0

0 1 4 1 0 0

0 0 1 4 1 0

0 0 0 - 1 0 1

,

f = ( 2hmn
1 , 6un1 ,… , 6un4 , 2hmn

4 ) .

3　数值实验

　　 考虑模型问题 ( 8) ～ ( 10) ,其中 L = 1, f (x ) =

e
- x

, g ( t ) = e
- 1- at

,精确解 u( x , t ) = e
- x - at

.取 h =

1 /20, t= 1,参数T= 0. 001,利用 SSPI格式 ( 17)和文
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献 [6]格式进行计算 (在 matlab环境下 )的数值结果

见表 1和表 2.表 1和表 2中的第 1列是 t = 1时刻网

格结点的空间坐标 ,第 2列是精确解 ,后 3列是取不

同时间步长所得数值结果的绝对误差 .

表 1　 SSPI格式所得的数值结果 (h= 1 /20, t = 1)

Tabl e 1　 The numer ical results of SSPI scheml

x
精确解
Exact

solution

绝对误差
Abs t ract error

f= 0. 01 f= 0. 05 f= 0. 1

0. 2 0. 301194 5. 62E- 4 0. 00186 0. 00288

0. 4 0. 246597 7. 20E- 4 0. 00259 0. 00417

0. 6 0. 201897 3. 86E- 4 0. 00191 0. 00357

0. 8 0. 165298 1. 39E- 4 0. 00076 0. 00175

表 2　文献 [6 ]格式所得的数值结果 (h= 1 /20, t = 1)

Tabl e 2　 The numer ieal results of reference [6]

x
精确解
Exact

solution

绝对误差
Abs t ract error

f= 0. 01 f= 0. 05 f= 0. 1

0. 2 0. 301194 5. 45E- 4 0. 00246 0. 00433

0. 4 0. 246597 8. 18E- 4 0. 00391 0. 00661

0. 6 0. 201897 8. 48E- 4 0. 00385 0. 00627

0. 8 0. 165298 5. 07E- 4 0. 00229 0. 00374

　　从表 1的数值结果可以看出 , SSPI格式对求解

对流方程是非常有效的 ,而且具有很高的精度 ,其局

部截断误差为 O(Tf2+ f2+ h
4 ) .与表 2的结果比较 ,

SSPI格式比文献 [6 ]格式的精度有所提高 .

　　可以利用 ( 2)式将 ( 15)式变为包含一阶导数的

形式

　　 (
h
3
+ r )mn+ 1

i- 1 + 4mn+ 1
i + (

h
3
- r )un+ 1

i+ 1 =
h
3
(mn

i- 1

+ 4mn
i + m

n
i+ 1 ) , ( 19)

其中 r = a( 1 - b) /Tb. 当函数的一阶导数以未知量

形式出现 ,包含导数边界条件可以直接纳入求解过程

之中 ,然后利用样条基本关系式 ,可得出各网格结点

的函数值 ,避免了在通常的有限差分法中处理带有导

数的边界条件时所遇到的困难 .显然 ,这非常类似于

文献 [9]的三次样条配置法 .

4　结束语

　　本文提出的 SSPI格式不仅能够方便的求解对流

方程的第一类边值问题 ,也能很方便地利用格式 ( 19)

求解第二、三类边值问题 ,能广泛的应用于流体力学、

水动力学和传热学领域 ,是一种非常有效的算法 .
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