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摘要:利用一般循环图计算 Ramsey数下界 ,构造 2个循环图 , 得到 2个经典 Ramsey数 R ( 3, t )的新下界: R ( 3,

30)≥ 188, R ( 3, 41)≥ 272.
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Abstract: By constructing tw o ci rculant graphs and computing, obtained new low er bounds for tw o

classical Ramsey numbers: R ( 3, 30)≥ 188,R ( 3, 41)≥ 272.
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　　对于任意正整数 s和 t ,经典 Ramsey数 R (s, t )

是具有下述性质的最小正整数 n: 每个 n阶简单图 ,

或者包含一个有 s个顶点的团 ,或者包含一个有 t个

顶点的独立集 . 确定 Ramsey数是组合数学中非常

困难的问题 [1 ] ,动态综述文献 [2]记录了迄今已知的

一些经典 Ramsey数的准确值和上下界 .

用循环图研究经典 Ramsey数的下界的主要困

难 , 是在寻找有效的参数集来构造图和计算图的团

数这两个方面都会遇到巨大的运算量 .文献 [3～ 9 ]

利用素数阶循环图研究经典 Ramsey数的下界 , 能

够充分运用有限域的性质提高运算效率 , 因而得到

的一些下界被文献 [2]的各种版本所引用 .

本文借鉴素数阶循环图的某些经验 ,构造 2个

一般阶循环图 ,得到经典 Ramsey数 R ( 3, t )的 2个新

下界: R ( 3, 30)≥ 188, R ( 3, 41)≥ 272,其中 R ( 3, 30)

≥ 188,改进了文献 [2 ]记录的迄今已知的最好下界

R ( 3, 30)≥ 187.

1　若干引理

约定 , 对于整数 s < t , 记 [s, t ]= {s, s+ 1,… , t } .

给定整数 n≥ 5,记 Zn为模 n的最小非负剩余系 ,即

Zn= [0, n- 1] .以下除非特别说明 , 所有模 n整数的

运算结果都理解为模 n后属于 Zn ,并用通常的等号

“= ”表示“模 n相等” .

定义 1　令 m=
n
2

.对于集合 S= [ 1,m ]的一

个 2部分拆 S= S1∪ S2 ( S1与 S2均非空集 ) , 记 Ai=

{ x|x∈ Zn , x∈ Si或 n- x∈ Si } ,设 n阶完全图 K n的

顶点集 V= Zn , 边集 E是 Zn的所有 2元子集的集且

有分拆 E= E1∪ E2 ,其中

Ei= { {x , y }|{x , y }∈ E且 x- y∈ Ai } , i= 1, 2.

把 Ei中的边叫做 Ai色的 , 记 Kn中 Ai色边所导

出的子图为 Gn ( Ai ) , 其团数记为 [Gn ( Ai ) ] , 这里 i=

1, 2. 于是按照参数集合 S1与 S2把 Kn的边 2-染色 ,

得到 n阶循环图 Gn ( Ai ) .根据 Ramsey定理 , 显然有

引理 1　设 ki= [Gn ( Ai ) ] , i= 1, 2, 则 R (k1+ 1,

k2+ 1)≥n+ 1.

引理 2　设 b∈ Zn或 b= n ,则 Zn到自身的变换

f : x|→ - x+ b是 Gn ( Ai )的同构变换 .

证明　显然 f 是顶点集 V的 1— 1变换 . 对于任

意 x , y∈ V= Zn , 注意到 f ( y ) - f (x )= x - y ,即 {x ,

y }∈ Ai { f ( y ) , f ( x ) }∈ Ai . 因此 f 把 Si色边变换

成 Si色边 .

对于任意 i∈ { 1, 2} ,考察 Gn ( Ai )的团和团数 . 由

引理 2易知 , Gn ( Ai )的团数等于其中含顶点 0的团

的最大阶 , 因此我们只须考察 Gn ( Ai )中含顶点 0的

团 . 根据定义 1知这样的团的其他非零顶点是集合
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Ai的元 . 故有

引理 3　在图 Gn ( Ai )中顶点集为 Ai的导出子图

记为 Gn [Ai ] , Gn [Ai ]的团数为 [Ai ] , 则有 [Gn ( Ai ) ]=

[Ai ]+ 1.

于是求 Gn ( Ai )的团数就转化为求 Gn [Ai ]的团

数 ,那么有

引理 4　设 x∈ Si , 记 d i (x )= |{y|y∈ Ai且 x -

y∈ Ai }|,如果对于任意 x∈ Si ,都有 di ( x )= 0,那么

[Ai ]= 1.

证明　否则 ,设对于任意 x∈ Si ,都有 d i (x )= 0,

且有 [Ai ]≥ 2, 则 [Gn ( Ai ) ]≥ 3,在图 Gn ( Ai )中有 3阶

团 { 0,x , y } ,其中 x - y∈ Ai .有如下情形:

如果 x或 y∈ Si ,就有 di (x )≥ 1或 di ( y )≥ 1,与

已知条件矛盾 .

如果 n- x与 n - y∈ Si , 则由引理 2知 { 0, n -

x ,n- y }也是图 Gn ( Ai )的 3阶团 ,就有 di (n- x )≥ 1,

与已知条件 di (x )= 0矛盾 .引理 4证明完毕 .

当 [Ai ]≥ 2时 ,可用回溯法计算 [Ai ].把 Ai的元

按字典排列法排序 , 作成一个全序集 ( Ai , < ) .设

Gn [Ai ]的 k阶团中最小的元为 x j ,称这个团为以 xj

作起点长度为 k- 1的 Ai色的链 ,并记 li (x j )= k- 1.

设 k= [Ai ] , {x 1 , x2 ,… }是 Gn [Ai ]中的一个 k阶

团 , 根据引理 2知 {n- x 1 , n- x 2 ,… }也是 Gn [Ai ]中

的一个 k阶团 . 注意到 xj∈ Si与 n- xj∈ Si至少有一

个成立 (当 n是偶数且 xj = m时两者同时成立 ) ,所

以有

引理 5　存在 xj∈ Si ,使 li (xj )= [Ai ]- 1.

一般地说 , x∈ Si ,有 li ( x )≤ [Ai ] - 1.但是引

理 5表明 ,为了计算 Gn [Ai ]的最大团 ,只需计算以 x

∈ Si作起点的最长的 Ai色的链 . 这样能够提高运算

效率 . 根据上述理论 ,有

算法 1(用一般阶循环图计算 Ramsey数下界的

计算方法 ) .

1°给定整数 n≥ 5,记 m=
n
2 .给定集合 S=

[ 1, m ]的一个 2部分拆 S= S1∪ S2 ( S1与 S2均非空

集 ) . 设 qi= |Si|,令 i= 1.

2°作集合 Ai= {x|x∈ Zn ,x∈ Si或 n- x∈ Si } ,并

把 Ai的元按字典排列法排序 .设 Ai= { x1 ,x 2 ,… }.令

[Ai ]= 1, j= 1.

3°对于 xj∈ Si ,计算

di (x j )= |{ y|y∈ Ai , y> xj 且 y- xj∈ Ai }|.

如果 d i ( xj )= 0,转到 5°.

4°计算以 xj∈ Si为起点的 Ai色的链 .如果 li ( x )

≥ [Ai ] ,令 [Ai ]= li (x j )+ 1,并打印这条 Ai色的链 .

5°令 j= j+ 1,如果 j < qi ,转到 3°.

6°令 ki= [Ai ]+ 1, i= i+ 1.如果 i= 2 ,转到 2°.

7°打印 R (k1+ 1, k2+ 1)≥n+ 1,运算结束 .

在算法 1中 , 3°～ 5°是用回溯法计算最长的 Ai

色的链 .在 3°中 ,当 d i ( xj )= 0时 ,由于前面已设定

[Ai ]= 1,就不必计算以 xj 为起点的 Ai色的链 ,可转

到 5°.当 d i (x j )> 0时 ,在 4°中打印出来的 ,都是比前

面已知的链更长的链 .最后打印出来的 ,就是在

Gn [A2 ]中按字典排列法排序在最前面的第一条长度

为 li (x j )= [Ai ]- 1的 Ai色的链 ,相应于 Gn [Ai ]中的

第一个阶数为 [Ai ]的团 .

例　给定整数 n= 45,参数集为 S1= { 1, 3, 5, 12,

19 } .

根据算法 1,得到 [A1 ]= 1, [A2 ]= 9, R ( 3, 11)

≥ 46,其中第一条长度为 8的 A2色的链是 2 4 6

 8 10 17 24 31 38.

由文献 [2 ]可知 R ( 3, 11)≥ 46是迄今已知的最

好下界 .

2　主要结果

定理 1　 R ( 3, 30)≥ 188, R ( 3, 41)≥ 272.

证明　 ( 1)给定整数 n= 187,参数集

S1= { 1, 4, 18, 20, 30, 35, 43, 58, 67, 69, 74, 80,

82, 91} ,

根据算法 1,得到 [A1 ]= 1, [A2 ]= 28, R ( 3, 30)

≥ 188,其中第一条长度为 27的 A2色的链是

2 5 7 10 13 24 26 36 38 47 

49 64 75 78 86 88 97 102 111 119 

124 135 148 150 161 163 173 175.

( 2)给定整数 n= 271,参数集

S1= { 1, 3, 5, 14, 16, 20, 26, 33, 48, 55, 67, 73, 77,

79, 85, 92, 98, 104, 116, 126} ,

根据算法 1,得到 [A1 ]= 1, [A2 ]= 39, R ( 3, 41)

≥ 272,其中第一条长度为 38的 A2色的链是

2 4 6 8 10 19 21 25 31 38 53 

60 72 78 82 84 90 97 103 109 121 

131 150 160 172 178 184 191 197 

199 203 209 221 228 243 250 256 

260 262.

这就证明了定理 1的结论 .

　　在 CPU为 AMD4200+ 的计算机上完成算法 1

所需要的计算机时间约为 35h.

(下转第 215页 Continue on page 215)　　
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Fv ( 2k+ 1, 2k+ 1; 2k+ 2)≤ c0 ( 2k )
1
4
log

2
( 2k)+ 1 .

We have proved Fv ( k , k; k + 1 )≤ c0 ( k -

1)
1
4
log

2
(k- 1 )- r

for 2a0≤ k≤ 4a0. We can prove the

inequality for any k≥a0 by induction similarly.

From all above w e complete the proof.

We may give theorem 7 a simple form as

following.

Theorem 8　 For any r satisfies 0 < r <
1
2 log2 3-

3
4 , there are N (r )> 0 and c(r )> 0 such that

Fv (k ,k; k+ 1)≤ c(r ) (k- 1)
1
4
log

2
(k- 1)- r .

for any k≥N (r ) , in w hich both N (r ) and c( r ) are

constants only depending on r.

Remark　 Theorem 5 in this paper was also

proven in reference [9] independently.

An earlier version of this paper was submitted to

Journal of Graph Theory in Dec 2006, and w as

rejected at Feb 2008, mainly for the results in

reference [10] g ot ten by non-const ructive methods are

much bet ter than theorem 8 in this paper. Thanks to

the referees w ho gave many advices on improving the

w riting of that version. Even so, w e submit this paper

here af ter some necessary changes, mainly fo r our

methods are constructiv e. The inequali ties proven in

this paper can be used to giv e upper bounds for v ertex

Folkman numbers, in particular, those small ones.
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