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摘要:给出整数序列c(d1 , d2 ,… ,dn )蕴含 K 1, 4+ 2e可图的 1个充分条件和 1个充要条件 ,其中 K 1, 4+ 2e是向完

全二部图 K 1, 4添加 2条边后构成的简单图 .
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Abstract: A suf ficient condition and a necessa ry and suf ficient condi tion are presented in this paper
fo r the posi tiv e integer sequencesc(d1 , d2 ,… ,dn ) , which is potentiallyk1, 4+ 2e-g raphic, where the
k1, 4+ 2e is the complete biparti te graph k1, 4 to be added tw o edges.
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　　记所有满足 n - 1≥ d1≥ d2≥… ≥ dn≥ 0的

整数序列c= (d1 ,d2 ,… , dn )的集合为 N Sn .设c∈

N Sn ,如果c的每一项都是非零的 ,则c称为正的 .称c

∈ N Sn是可图的 ,如果c是某一 n阶简单图 G的度序

列 ,并且 G称为c的一个实现 . N Sn中所有正的可图

序列构成的集合记为 GSn .对于 c∈ N Sn ,定义e(c)

= d1+ d2+ … + dn .对于给定的图 H ,称c∈ GSn是

蕴含 H可图的 ,如果c有一个实现包含 H作为子图 .

　　 Gould, Jacobson和 Lehel
[ 1]
考虑经典 Turá n型问

题的变形:确定最小的正偶数e( H ,n) ,使得对于每一

个 n项可图序列c= (d1 ,d2 ,… ,dn ) ,当e(c)≥e( H ,

n )时 ,c是蕴含 H可图的 .对于 H = Kr+ 1 ,其中 K r+ 1

为 r + 1阶完全图 , Erd o
　¨

s, Jacobson和 Lehel
[2 ]
猜想

对于充分大的 n ,e(K r+ 1 ,n ) = (r - 1) ( 2n - r ) + 2,

同时证明猜想对于 r = 2成立 ;李炯生等 [3～ 5 ]证明猜

想对于 r≥ 3和充分大的 n是成立的 .对于 H = Ck ,

其中 Ck是圈长为 k的圈 , Gould等 [1 ]证明e(C4 ,n) =

2[
3n - 1

2 ].赖春晖
[6, 7 ]
确定了e(Ck ,n) ,k≥ 5的值 .

2002年 ,罗荣
[8 ]
考虑蕴含 Ck可图序列问题 ,并刻划当

k = 3, 4, 5时 ,蕴含 Ck的可图序列 .另外 ,罗荣等
[9 ]
还

刻划蕴含 K 4的可图序列 .赖春晖
[10 ]
和 Eschen等

[11 ]

各自独立地刻划蕴含 K 4 - e的可图序列 .徐正华、胡

黎莉
[12 ]
考虑蕴含 K 1, t + ke的可图序列的刻划问题 ,

其中 K 1, t + ke是在完全二部图 K 1, t上添加 k条新的

边所得的简单图 .他们刻划了当 n≥ 5时 ,蕴含 K 1, 4+

e的可图序列 .本文在此基础上刻划蕴含 K 1, 4+ 2e的

可图序列 .

1　预备知识

　　设 c= ( d1 ,d2 ,… , dn )∈ N Sn .记c″k =

(d1 - 1,… ,dk- 1 - 1, dk+ 1 - 1,… , dd
k
+ 1 - 1,

　　dd
k
+ 2 ,… ,dn ) ,若 dk≥ k,

(d1 - 1,… ,ddk - 1,dd k+ 1 ,… , dk- 1 ,dk+ 1 ,

　　… ,dn ) ,若 dk < k ,

并且记c′k = ( d′1 ,d′2 ,… ,d′n- 1 ) , 其中 d
′
1≥ d

′
2≥… ≥

d
′
n- 1是c

″
k中的 n - 1个项的重排 .c

′
k称为从c删除 dk

后的剩余序列 .容易知道 ,如果c′k是可图的 ,则c也是

可图的 ,这是因为在c′k的实现 G
′中添加一个度为 dk

的新顶点 vk ,使得 vk相邻于 G′中那些从c到c′k的过

程中度被减 1的顶点 ,所得的图 G是c的一个实现 .

　　 定理 1. 1
[ 13]
　设c∈ N Sn ,则c∈ GSn当且仅当

c′k ∈ GSn- 1 .

　　定理 1. 2[14 ]　设c= (d1 , d2 ,… ,dn )∈ N Sn , d1

- dn≤ 1,且 e(c)是偶数 ,则c是可图的 .

　　定理 1. 3[ 15]　设c= ( d1 ,d2 ,… , dn )是非负整数

序列 ,m = max {d1 ,d2 ,… ,dn } ,∑
n

i= 1
d i是偶数且c=

( d1 , d2 ,… ,dn )是c的重排 ,其中 ,d1≥ d2≥… ≥ dn
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是 d1 ,d2 ,… , dn的重排 .如果存在一个整数 n1≤ n ,使

得dn 1≥ h≥ 1且 n1≥
1
h
[
(m+ h + 1)

2

4 ] ,则c可图 .

　　定理 1. 4[16 ]　设 n≥ 10且c= (d1 , d2 ,… ,dn )∈

GSn .如果 d5≥ 4,d10≥ 3,则 c是蕴含 K 5可图的 .

　　定理 1. 5[12 ]　设 n≥ 5且c= (d1 ,d2 ,… , dn )∈

GSn .如果 d1≥ 4,d3≥ 2,则c是蕴含 K 1, 4+ e可图的 .

2　主要结论

　　定理 2. 1　设c= (d1 , d2 ,… ,dn )∈ GSn ,其中 d1

= 4,且c≠ ( 4, 25 ) , ( 4, 26 ) .如果c满足 d2≥ 3, d4≥

2,或者c满足 d5≥ 2,则c是蕴含 K1, 4 + 2e可图的 .

　　证明　如果 d2 = 2,则此时 d5 = 2.考虑序列d1

= (d6 ,d7 ,… ,dn ) .显然 ,e(d1 )是偶数 ,且c≠ ( 4, 25 ) ,

( 4, 26 ) ,故d1≠ ( 2) , ( 22 ) .于是由定理 1. 2可以知道

d1是可图的 .假设 G
* 是d1的一个实现 ,而序列 ( 4, 24 )

有唯一的一实现 ,即向完全二部图 K 1, 4中添加 2条匹

配 ,所得到的图记为 G′.于是 G′∪ G
*
是c的一个实

现 ,而且包含 K 1, 4 + 2e作为子图 .因此c是蕴含 K 1, 4

+ 2e可图的 .

　　假设 d2 = 3.考虑序列d2 = (d3 - 2, d4 - 2,d5

- 1,d6 ,… , dn ) .显然 ,e(d2 ) = e(c) - 12是偶数 .记

m = max {d3 - 2, d4 - 2,d5 - 1,d6 ,… , dn }.如果 m

= 2,则由定理 1. 2知d2是可图的 .如果 m = 3,则 d6

= 3,且 n≥ 7.如果 d7 = 1或 d7 = 3,且 n = 7,则d2

= ( 1, 1, 2, 3, 1)或 ( 1, 1, 2, 3, 3) .容易验证 ,以上 2个

序列都是可图的 .如果 n≥ 8,则d2中的非零项至少有

6项 ,即 6≥
1
1 [

( 3+ 1+ 1)
2

4 ] ,由定理 1. 3,d2是可图

的 . 设 G
*
是 d2的一实现 , x3 ,x 4 , x 5 ∈ V (G

*
) ,且

dG* (x 3 ) = d3 - 2,dG
* ( x4 ) = d4 - 2,dG* (x 5 ) = d5 -

1.在 G
* 中 ,添加新的顶点 x1 ,x 2 ,和新的边 x1x 2 ,

x1x 3 , x 1x 4 ,x 1x 5 ,x 2x 3 ,x 2x4 ,并记

　　G = G
* + {x 1 , x 2} + {x 1x2 ,x 1x3 , x1x 4 , x1x 5 ,

x2x 3 , x 2x 4 }.

容易知道 ,G是c的一个实现 ,且 K 1, 4+ 2e G [ {x 1 ,

x2 ,… ,x 5 } ].因此c是蕴含 K 1, 4 + 2e可图的 .

　　假设 d2 = 4.考虑以下 2种情形 .

　　情形 1　 d5≤ 2.如果 n = 5,由于 d1 = d2 = 4,

则 d5 = 2,于是c的实现 G都包含完全三部图 K 1, 1, 3

作为子图 ,故c是蕴含 K 1, 4+ 2e可图的 .假设 n≥ 6.

考虑序列d3 = (d3 - 2,d4 - 2,d5 - 1, d6 - 1,d7 ,… ,

dn ) .易知 ,e(d3 ) = e(c) - 14是偶数 ,且d3≠ ( 2) , ( 2,

2) .由定理 1. 2知d3是可图的 .设 G
*
是d3的一实现 ,

x3 , x4 ,x 5 ,x 6∈ V (G
*
) ,且 dG

* (x 3 ) = d3 - 2, dG* (x 4 )

= d4 - 2, dG* (x 5 ) = d5 - 1,dG
* ( x6 ) = d6 - 1.在 G

*

中添加新的顶点 x 1 , x2和新的边 x 1x2 ,x 1x3 ,x 1x4 ,

x1x 5 , x2x 3 , x2x 4 , x2x 6 ,并记

　　 G = G
* + {x 1 , x2 } + {x 1x2 ,x 1x3 ,x 1x4 ,x 1x5 ,

x2x 3 , x2x 4 , x2x 6} .

容易知道 , G是 c的一个实现 ,并且 K 1, 4 + 2e 

G [ {x 1 , x2 ,… ,x 5} ].因此c是蕴含 K 1, 4 + 2e可图的 .

　　情形 2　d5≥ 3.如果 d6≤ 3,则考虑序列d4 =

( d3 - 2,d4 - 2, d5 - 2, d6 ,… ,dn ) .显然 ,e(d4 ) =

e(c) - 14是偶数 .记 m = max{d3 - 2,d4 - 2,d5 -

2,d6 ,… , dn } ,h = min{d3 - 2,d4 - 2,d5 - 2, d6 ,… ,

dn }.如果 m≤ 2,则d4≠ ( 2) , ( 2, 2) ,由定理 1. 2,d4是

可图的 .假设 m = 3,即 d6 = 3.如果 h = 2,则由定理

1. 2知 ,d4是可图的 .假设 h = 1.如果 n≥ 8,则d4中

非零项至少为 6,即 6≥
1
1
[
( 3+ 1+ 1) 2

4
] ,由定理

1. 3知d4是可图的 .假设 6≤ n≤ 7,于是d4可能为以

下序列之一: ( 1, 1, 1, 3) , ( 2, 2, 1, 3) , ( 1, 1, 1, 3, 2) ,

( 2, 1, 1, 3, 1) , ( 2, 1, 1, 3, 3) , ( 2, 2, 1, 3, 2) , ( 2, 2, 2, 3,

1) .容易验证 ,以上 7个序列都是可图的 .设 G
* 是d4

的一实现 , x3 ,x 4 ,x 5∈ V (G* ) ,且 dG* ( xi ) = di - 2, i

= 3, 4, 5.在 G
* 中 ,添加新的顶点 x 1 , x 2 ,和新的边

x1x 2 ,x 1x3 ,x 1x4 ,x 1x5 ,x 2x 3 , x2x 4 , x2x 5 , 并记 G = G
*

+ { x1 ,x 2} + {x 1x 2 ,x 1x 3 ,x 1x4 ,x 1x5 ,x 2x3 ,x 2x4 ,

x2x 5} .显然 , G是c的一个实现 ,且 G [ {x 1 ,x 2 ,… , x5 } ]

包含 K 1, 4+ 2e作为子图 .因此c是蕴含 K 1, 4 + 2e可

图的 .

　　假设 d6 = 4.如果 d10≥ 3,则由定理 1. 4知c是

蕴含 K 5可图的 ,故c是蕴含 K 1, 4 + 2e可图的 .假设

d10≤ 2.考虑序列d5 = ( d3 - 2,d4 - 2, d5 - 1,d6 -

1,d7 ,… ,dn ) .显然 ,e(d5 )是偶数 .如果 d7 = 0,即 n=

6,则d5 = ( 2, 2, 3, 3)是可图的 .如果 d7 = 2,则 n= 7

或 n≥ 8. 于是 5≥
1
2
[
( 3+ 2+ 1) 2

4
]或者 6≥

1
1
[
( 3+ 1+ 1) 2

4
]≥

1
2
[
( 3+ 2+ 1) 2

4
] .由定理 1. 3

知d5是可图的 .如果 d7 = 3或 d7 = 1,由于e(d5 )是

偶数 ,则 n≥ 8,于是 6≥
1
1 [

( 3+ 1+ 1)
2

4 ].由定理

1. 3知d5是可图的 .假设 d7 = 4.记d
′
5 = (d

′
3 , d

′
4 ,… ,

d
′
n )是序列d5的重排 ,其中 d

′
3≥ d

′
4≥…≥ d

′
n是 d3 -

2,d4 - 2,d5 - 1,d6 - 1,d7 ,… ,dn的重排 .如果 n≥

8,由 d10≤ 2和定理 1. 3,则从d′5中删除 d
′
3后的剩余

序列是可图的 .由定理 1. 1知d′5可图的 ,即d5可图的 .

如果 n = 7,则c= ( 47 ) .于是容易验证d5 = ( 2, 2, 3,

3, 4) 是可图的 .设 G
* 是 d5的一实现 , x3 ,x 4 , x 5∈
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V (G* ) ,且 dG* ( x3 ) = d3 - 2, dG* (x 4 ) = d4 - 2,

dG* (x 5 ) = d5 - 1,dG* (x 6 ) = d6 - 1.在 G
* 中添加新

的顶点 x 1 , x 2 ,和新的边 x 1x2 ,x 1x3 ,x 1x4 , x1x 5 , x2x 3 ,

x2x 4 , x 2x 6 ,并记

　　G = G
* + {x 1 , x 2} + {x 1x2 ,x 1x3 , x1x 4 , x1x 5 ,

x2x 3 , x 2x 4 ,x 2x 6 }.

显然 ,G是c的一个实现 ,且 G [ { x1 ,x 2 ,… , x5 } ]包含

K 1, 4 + 2e作为子图 .因此c是蕴含 K 1, 4+ 2e可图的 .

定理 2. 1证明完毕 .

　　定理 2. 2　设c= (d1 , d2 ,… ,dn )∈ GSn ,其中 n

≥ 5,且c≠ ( 4, 2
5
) , ( 4, 2

6
) ,则c是蕴含 K 1, 4+ 2e可

图的 ,当且仅当c满足 d1≥ 4, d2≥ 3, d4≥ 2,或者c

满足 d1≥ 4,d5≥ 2.

　　证明　必要性显然 ,只需要证明充分性 .由定理

2. 1,并且设c= (d1 , d2 ,… ,dn )∈ GSn ,其中c满足 d1

≥ 5,d2≥ 3,d4≥ 2,或者c满足 d1≥ 5,d5≥ 2.考虑

删除 d4后的剩余序列c4 = (d1 - 1,d2 - 1,d3 - 1,

d5 - 1,… ,dd
4
+ 1 - 1, dd

4
+ 2 ,… ,dn ) ,而且记c′4 = (d′1 ,

d
′
2 ,… ,d

′
n - 1 ) ,其中 d

′
1≥ d

′
2≥… ≥ d

′
n - 1是c4中 n -

1个项的重排 .易见 ,d
′
1≥ 4, d

′
3≥ 2.由定理 1. 1和定

理 1. 5知c
′
4是蕴含 K 1, 4+ e可图的 .设 G′是c4′的一

个实现 , K 1, 4+ e G′,且 dG′(v1 ) = d1 - 1.记 W =

{v|dG′(v ) = di - 1, i = 2, 3, 5,… ,d4 + 1,v ∈

V (G′) } , N (v1 ) = {x 1 , x2 ,… ,xd
1
- 1 }为 v1的邻域 ,易

见 ,|N (v1 )|≥ 4.考虑以下 2种情形 .

　　情形 1　 存在 2个顶点 xi ,x j ∈ N (v1 )使得 xi ,

xj 相邻 ,即 xixj ∈ E(G′) .

　　不失一般性 ,假设 x1x 2∈ E(G′) .如果存在顶点

xl
0
, xj

0
∈ N (v1 ) ,使得 xl

0
xj

0
∈ E (G′) ,其中 {xl

0
, xj

0
}

≠ {x 1 , x2 } ,则 G′包含 K 1, 4+ 2e作为子图 .由定理 1. 1

知 c也是蕴含 K 1, 4 + 2e可图的 .假设在生成子图

G′[N (v1 ) ]中只含有 1条边 x 1x2 .如果 W∩ N (v1 )≠

O,即存在顶点 vi ∈ W ,使得 v1vi ∈ E (G′) ,则由定理

1. 1知 c是蕴含 K 1, 4+ 2e可图的 .

　　假设 W ∩ N (v1 ) = O,且存在顶点 vi∈ W ,使得

N (vi ) ∩ N (v1 )≠ O.如果存在 vi ∈ W ,使得 vix1∈

E (G′) (或 vix 2∈ E (G′) ) ,则在 G′中 ,删除边 x 1vi ,

v1x 3 (或 x2vi ,v1x3 ) , 添加新的边 x1x 3 ,v1vi (或 x2x 3 ,

v1vi ) ,所得到的图记为 G″.容易知道 ,G″是c4′的一个

实现 ,由定理 1. 1知c是蕴含 K 1, 4 + 2e可图的 .如果

vixk0∈ E(G′) ,其中 3≤ k0≤ d1 - 1,由于|N (v1 )|≥

4,则在 G′中 ,必然存在 vk
1
∈ N (v1 ) - {x 1 , x2 ,xk

0
}.

于是删除边 v1xk
1
, xk

0
vi再添加新的边 xk

0
xk

1
,v1vi ,所得

到的图记为 G″.容易知道 ,G″是c4′的一个实现 ,由定

理 1. 1知c是蕴含 K 1, 4 + 2e可图的 .

　　假设对于任意的顶点 vk ∈ W ,满足 N (vk ) ∩

N (v1 ) = O,且 vk∈ W ,vkx∈ E(G′)且 x N (v1 ) .如

果存在 xi
0
∈ N (v1 ) - {x 1 , x2 } ,使得 xxi

0
 E (G′) ,则

在 G′中删除边 v1xi
0
,vkx ,添加新的边 v1vk , xxi

0
,所得

到的图记为 G″.容易知道 ,G″也是c4′的一个实现 ,由

定理 1. 1知c是蕴含 K 1, 4+ 2e可图的 .假设对于任意

的 xi∈ N (v1 ) - { x1 ,x 2 } ,使得 xxi∈ E(G′) .如果 xv1

∈ E (G′) ,则与假设 N (v1 )∩ N (vk ) = O矛盾 ,其中 vk

∈ W .于是有 xv1 E(G′) ,则在 G′中 ,删除边 v1x3 ,

v1x 4 , xvk ,添加新边 x 3x4 ,v1vk , v1x ,所得到的图记为

G″.容易知道 , G″是c4′的一个实现 ,且 v1vk∈ E(G″) ,

所以 ,c是蕴含 K 1, 4 + 2e可图的 .

　　情形 2　对于任意 2个顶点 xi , xj ∈ N (v1 ) ,都有

xixj  E(G′) .

　　假设在 N (v1 )中 ,至多只有 1个顶点的度大于等

于 2.不失一般性 ,不妨设 dG′( x1 )≥ 2.由于c4′是蕴

含 K 1, 4 + e可图的 ,则在 G′中 ,存在一完全图 K 3 .设

G′[ {w 1 , w2 ,w 3 } ] = K 3 .由于 N (v1 )中至多只有 1个

顶点的度大于等于 2,则在 {w 1 , w2 ,w 3}中 ,至少有 2

个顶点 ,不与 N (v1 ) - {x 1 }中的顶点相邻 .不失一般

性 ,不妨设为 w2 ,w 3 .则在 G′中 ,删除边 v1x2 ,v1x3 ,

w1w2 ,w1w 3 ,添加新的边 v1w2 ,v1w3 ,w1x 2 , w1 ,x 3 ,所

得到的图记为 G″.易见 , G″是c4′的一个实现 , K 1, 4+

e G″[ {v1 , w2 ,w 3 , x1 ,x 4 } ] , w2 ,w 3∈ N (v1 )且 w2w 3

∈ E (G″) .由情形 1知c是蕴含 K 1, 4 + 2e可图的 .

　　假设在 N (v1 )中 ,至少有 2个顶点的度大于等于

2.不失一般性 ,不妨设 dG′( x1 ) ,dG′(x 2 )≥ 2.如果 u∈

N ( x1 )∩ N (x 2 )且 u≠ v1 ,由 u N (v1 ) ,则在 G′中 ,

删除边 ux 2 ,v1x 3 ,添加新的边 v1u,x 2x3 ,所得的图记为

G″.易见 , G″是c4′的一个实现 ,K 1, 4+ e G″[ {v1 , x1 ,

u , x2 ,x 4 } ] ,x 1 ,u∈ N (v1 )且 ux1∈ E(G″) .由情形 1知

c是蕴含 K 1, 4 + 2e可图的 .假设 N ( x1 )∩ N ( x2 ) =

{v1 } .因此 ,设 ui ∈ N (xi ) ,ui≠ v1 , i = 1, 2.如果 u1u2

 E(G′) ,则在 G′中 ,删除边 u1x1 ,u2x 2 ,添加新的边

x1x 2 ,u1u2 ,所得到的图记为 G″.易见 , G″是c4′的一个

实现 , K1, 4 + e  G″[ {v1 , x1 ,x 2 , x3 ,x 4 } ] , x1 ,x 2 ∈

N (v1 )且 x1x 2∈ E(G″) .由情形 1知c是蕴含 K 1, 4+

2e可图的 .如果 u1u2 ∈ E(G′) ,则在 G′中 ,删除边

u1u2 ,v1x3 ,添加新的边 v1u1 ,u2x 3 ,所得到的图记为 G″.

易见 , G″是c4′的一个实现 ,K 1, 4+ e G″[ {v1 , x1 ,u1 ,

x2 , x4 } ] , x1 ,u1∈ N (v1 )且 x 1u1∈ E(G″) .由情形 1知

c是蕴含 K 1, 4 + 2e可图的 .定理 2. 2证明完毕 .

(下转第 227页 Continue on page 227)　　
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