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摘要:给出无三边形极小 3连通图 G的非基本边数的下界|G|+ 3,并证明图 G的非基本边数达到下界当且仅当

G同构于 K 3, 3.
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Abstract: A low er for the number of non-essential edges of the triang le-free minimally 3-connected

graph and the characterization of the g raph that reach the low er bound are giv en.
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　　文献 [1 ]引进非基本边和极小 3连通图的概念 ,

给出极小 3连通图的非基本边数的下界 ,并刻画出达

到下界时的图类 .本文给出无三边形极小 3连通图的

非基本边数的下界 ,并证明图的非基本边数达到下界

当且仅当图同构于 K 3, 3 .

1　预备知识

　　本文讨论的图都是有限、无向简单图 ,未说明的

术语和记号参见文献 [1, 2].

　　设 G是一个 3连通图 , T V (G) ,如果 G-T不是

连通图 ,则称 T为 G的点割 .设 T是 G的点割并且

|T|= κ(G) ,则称 T是 G的一个最小点割 ,其中κ(G)

是 G的连通度 .如果 F是 G-T的至少一个连通分支但

不是全部连通分支的并 ,则称 F是 G的断片 ,也称为

T-断片 . 设 F 是 G的断片 , F- = V (G) - ( F ∪

NG ( F) ) ,则 F
-也是 G的断片 ,并且 N (F ) = T =

N (F-) .ΓG表示图 G中所有最小点割的集合 , G中所有

有序对 ( T , F)的集合记为Γf (G) ,其中 T是 G的最小

点割 ,F是 T-断片 .若 F是 G的断片 ,但是 F的任何

真子集都不是 G的断片 ,则称 F为 G的端片 , G中基

数最小的断片称为 G的原子 .如果 F是 G的断片且

N (F )中有边 ,就称 F是 E (G) -断片 , E(G) -原子与

E (G) -端片可类似定义 .如果 x ∈ V (G) ,F是 G的断

片且 x∈ N ( F) ,N ( F)中有边 ,就称 F是 x -E(G)-断

片 ,可类似定义 x -E(G)-原子 .

　　性质 1
[ 3]　设 ( T , F )∈ Γf (G) , ( T′,F′) ∈

Γf (G) ,如果 F∩ F′≠○ ,则有|F∩ T′|≥|F′∩

T|,|F′∩ T|≥|F-∩ T′|;如果 F∩ F′≠○≠ F
-∩

F′,那么 F∩ F′与F∩ F′都是 G的断片 ,并且 N ( F

∩ F′) = ( T ∩ F′) ∪ ( T ∩ T′) ∪ (F ∩ T′) =

N ( F∩ F′) ;如果 F∩ F′≠○且 F∩ F′不是断片 ,则

|F∩ T′|> |F′∩ T|,|F′∩ T|> |F∩ T′|,F∩

F′= ○ .

　　由文献 [1]有引理 1～ 4.

　　引理 1　极小 3连通图 G中的边 e是基本边 ,当

且仅当 e在 G的一个三边形中或者 G中有包含 e的 3

点割 .

　　引理 2　设 G是不为轮的极小 3连通图 ,e是 G

的一条基本边 ,则下列三者之一成立 .

　　 ( 1)e在 G的一个非平凡扇中 ,该扇的两条端边都

是非基本边 .

　　 ( 2)e恰在 G的一个平凡扇中 ,该扇的两条端边都

是非基本边 .

　　 ( 3)e在 G的两个平凡扇中 ,e是它们的公共边 ,并

且这两个扇的其余边都是非基本边 .

　　 引理 3　设 x∈ V (G
*
) , x∈ W 1 ,则 x至少包含
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在 G的一个三边形中 .

　　引理 4　设 x∈ V (G* ) , x∈ W 0 ,则 x至少包含

在 G的 2个三边形中 .

　　引理 3和引理 4中 G
*
指的是简约极小 3连通图 .

　　引理 5　 无三边形极小 3连通图 G的每一个顶

点至少关联 2条非基本边 .

　　证明　设 x ∈ V (G) ,如果 d (x )≥ 4,因为 G中

无三边形 ,所以 x不在三边形中 ,由引理 3和引理 4知

x  W 0∪ W 1 ,因而 x关联至少 2条非基本边 .如果

d (x ) = 3,设 x y∈ E (G)且 xy是基本边 ,因为 x不在

三角形中 ,由引理 2知 x y在 I-型扇中 ,所以 x与 2条

非基本边关联 .

　　推论 1　 无三边形极小 3连通图 G中存在一个

圈 C ,C上每一条边都是非基本边 .

　　引理 6　设 G为无三边形极小 3连通图 , ( T , F)

∈ Γf (G) ,F是一个 E (G) -断片 (即 T中包含有边 ) ,

则|F|≥ 3,且当|F|= 3时 ,存在一个 x∈ T ,使得

|N (x )∩ V ( F )|≥ 2.

　　证明　如果|F|≤ 2,容易看出 G [V ( F)∪ T ]

中有三边形 ,矛盾 .如果|F|= 3,则 F是一条路 ,设 F

= abc.令 T= {x , y , z } ,其中 xy∈ E (G) ,由于|N (a)

∩ T|≥ 2, G中无三边形 ,可设 ax∈ E(G) ,因而 ay 

E (G) , az∈ E (G) .由此推出 by ∈ E (G) ,因而 cy 

E (G) ,cx , cz∈ E (G) ,此时 {a,c, y } N ( x ) ,x符合

引理 6的要求 .

　　引理 7　设 G为无三边形极小 3连通图 , ( T ,F ) ,

( T′,F′)∈ Γf (G) , F, F′都是 E (G) -断片 ,则 F∩ F′

≠○≠ F
-∩ F′或者 F′∩ F

-≠○ ≠ F∩ F′.

　　证明　假若不然 ,由对称性可以假设 F∩ F′=
○ = F∩ F′,由引理 6知|F∩ T′|= |F|≥ 3,因为

|T′|= 3,所以|F∩ T′|= 3, T∩ T′= ○ = F
-∩ T′,

由于 F-≠○ ,所以 F′∩ F-≠○或 F-∩ F′≠○ ,不妨

设 F′∩ F
-≠○ ,由断片性质 1知|T ∩ F′|≥|F∩

T′|= 3,由此推出|T∩ F′|= 3, F′∩ T = ○ , F-∩

F′= ○ ,因而F′= ○ ,与引理 6矛盾 .

　　引理 8　设 G为无三边形极小 3连通图 , ( S, A)

∈ Γf (G) , A是 E (G) -端片 ,则与 A中顶点关联的边

都是非基本边 .

　　证明　假若不然 ,设 e= xy是一条 G的基本边 ,

x ∈ A,由于 G中无三边形 ,由引理 1,存在 ( T , F)∈

Γf (G) , T {x , y }.由引理 7,不妨设 A∩ F≠○ ≠

A
- ∩ F

-.

　　令 X1 = ( S∩ F )∪ ( S∩ T )∪ ( A∩ T ) ,

　　X 2 = ( S∩ F
-)∪ ( S∩ T )∪ ( A- ∩ T ) .

因为 x∈ A∩ T ,所以|A∩ F|<|A|,而 A是 E(G) -

端片 , {x , y } X 1 ,所以|X 1|≥ 4,|X 2|≤ 2,从而 A
-

∩ F-= ○ ,与假设矛盾 ,因此 ,与 A关联的边都是非基

本边 .

　　 推论 2　 设 G为无三边形极小 3连通图 , x ∈

V (G) , ( S , A) ∈ Γf (G) , A是 x-E(G
*
) -端片 ,则连接

x与 A的边都是非基本边 .

2　主要结论

　　定理 1　若 G为无三边形极小 3连通图 ,则 G中

至少有|G|+ 3条非基本边 ,并且 G中恰有|G|+ 3

条非基本边当且仅当 G同构于 K 3, 3 .

　　证明　由于 G中无三边形且是 3连通图 ,易知

|G|≥ 6.若 G的每一条边都是非基本边 ,则 G的非基

本边数 |En (G)|≥
3|G|
2 ,而

3|G|
2 - (|G|+ 3) =

|G|
2 - 3≥ 0,所以|En (G)|≥|G|+ 3.若 G有基本

边 ,设 A是一个 E (G) -端片 , S = N ( A) , B是含于 A-

中的 E(G) -端片 ,由引理 5,引理 6和引理 8有

　　 2|En (G)| = ∑
v∈ A

|En (v )|+ ∑
v∈ B

|En (v )|+

∑
v A∪ B

|En (v )|≥ 3|A|+ 3|B|+ 2(|G|- |A|-

|B|) = 2|G|+ |A|+ |B|≥ 2|G|+ 6,

　　所以|En (G)|≥|G|+ 3.

　　如果 G同构于 K 3, 3 ,易见 G中的每一条边都是非

基本边 ,总共有 9 = |G|+ 3条 .

　　 反之 ,如果 G中恰好有|G|+ 3条非基本边 .首

先证明 G中每一条边都是非基本边 .否则 ,如果 G中

有一条边是基本边 .由上述证明以知道|A|= |B|=

3, A∪ B中的每一顶点恰与 3条非基本边关联 , G-

( A∪ B )中的每一顶点恰与 2条非基本边关联 .又因

为|A|= 3,由引理 6知存在 x∈ N ( A ) ,使得|N (x )

∩ A|≥ 2.由于 x ∈ N ( A ) V (G) - ( A∪ B ) ,由

此推出与 x关联的边中只有 2条非基本边 ,这 2条边

恰好是连接 x 与 A的那 2条边 . 取含于 A- 中的

x-E (G) -端片 D ,由推论 2知连接 x与 D的每条边都

是非基本边 ,而 N (x )∩ D≠○ ,因此与 x关联的边

至少有 3条非基本边 ,矛盾 .所以 G中每一条边都是

非基本边 ,|G|+ 3= |En (G)|=
3|G|
2 ,|G|= 6,由

此推出 G同构于 K3, 3 .
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