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摘要:研究一类六对称五次多项式微分系统的小振幅极限环分支问题 ,给出该系统奇点量的递推公式和系统的

焦点量 ,并推导出这类六对称五次多项式系统在 6个细焦点可以分支出 12个小振幅极限环 .
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Abstract: In this w ork, w e study bifurcation of small limi t cycles for a class of quintic o rder Z6-

equivariant polynomial sy stem , and the recursiv e formula of computing singular point values and the

focus point v alues of this system are get ten. It shows that this sy stem allow s the appearance of

tw elve limit cycles in six fine focus points.
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　　多项式系统的极限环问题与 Hilbert第 16问题 [1 ]

的后半部分相关 ,是微分方程定性理论与分支理论的

热点问题 .近年来许多学者对对称多项式系统的极限

环进行了研究 [1～ 8 ] .文献 [2, 3 ]证明两类二对称三次

多项式微分系统可分支出 12个小振幅极限环 .文献

[4]证明一类三对称四次多项式微分系统可分支出 16

个小振幅极限环 .文献 [ 5]证明一类经过四对称五次

扰动的三次多项式微分系统在焦点分支出 16个极限

环 .文献 [ 6]证明一类五对称五次系统可分支出 25个

小振幅极限环 ,本文主要研究六对称五次多项式微分
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的极限环分支问题 ,其中 B41 ,B50 ,W∈ R,此系统总共

有 6个对称焦点 ( 1, 0) , (
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量和焦点量的计算 ,推出该系统在局部邻域内分支出

12个极限环 .

1　系统奇点量

　　 由于系统 ( 1)关于原点对称且有 6个对称焦点
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) .不失一般性 ,仅讨论焦点

( 1, 0)的情况即可 .首先把焦点 ( 1, 0)变换到原点 .通

过变换 x = u + 1,y = v ,系统 ( 1)变为系统:
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　　系统 ( 2)|W= 0经过变换 z = u+ vi, w = u - vi,

f= it , i = - 1,化为它的复伴随系统:
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其中

　　a20 = 1 - iB41 + B50 ,a0 2 = - 3 /2 - iB41+ B50 ,

a11 = 2( 1 - iB41 + B50 ) ,a30 = 1 /6 - iB41 + B50 ,a03

= - 5 /3,a21 = ( 3- 8iB41+ 8B50 ) /2,a12= ( 1- 6iB41

+ 6B50 ) /2,a31 = ( 1 - 6iB41 + 6B50 ) /3,a22 = ( 1 -

6iB41 + 6B50 ) /2,a05 = - 1 /6,a32 = 1 /6- iB41+ B50 ,

bTU = a
-
TU,T≥ 0,U≥ 0,T+ U= 2, 3, 4, 5. ( 4)

　　根据文献 [8 ]中定理 2. 2,得到计算系统 ( 3)|W= 0

在原点的递推公式 .

　　定理 1. 1　对系统 ( 3)|W= 0在原点的奇点量 _m ,

m = 1, 2… ,可由递推公式 c1, 1 = 1,c0, 2 = c2, 0 = 0确

定 .当T= U且U≠ 1或T< 0或U < 0,c(T,U) = 0,

否则 ,
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　　根据定理 1. 1的递推公式 ,利用计算机代数系统

Mathematica来计算系统 ( 3)在原点的奇点量 .

　　定理 1. 2　系统 ( 3)在原点的前 2个奇点量为

_ 1 = 8iB41B50 ,_ 2 = 4iB41 ( 1+ 12B2
41 ) ,其中 _ 2的表达

式中已经令 _ 1 = 0.

　　由定理 1. 2知 ,系统 ( 3)在原点的所有奇点量均

为零当且仅当 B41 = 0.实际上 ,如果 B41 = 0,那么有

ak j = bkj ∈ R,k j∈ { 02, 20, 11, 30, 03, 21, 12, 31, 22,

05, 32} ,此时显然有 ,系统 ( 3)所有基本 Lie-不变量
[ 7]

对称且相等的 .根据广义对称原理 [7 ]知 ,原点为系统

( 3)的中心 ,所以系统 ( 3)在原点的奇点量均为零 .

2　系统极限环分支

　　由于平移变换不改变系统的拓扑结构 ,故研究

系统 ( 1)的分支 ,只需要研究系统 ( 2)的分支情况 .

　　定理 2. 1　系统 ( 3)原点为 2阶细焦点 ,即 _ 1 =
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0,_ 2≠ 0的充要条件是 B50 = 0,B41≠ 0,且系统 ( 3)

原点的细焦点的最高阶数是 2阶 .

　　 定理 2. 2　 如果 W,B41 , B50满足 W= - X2 ,B50

= - X1 ,B41 = 1,其中Xi ( i = 1, 2)是满足 0 <X2 X1

 1,则系统 ( 3)在原点充分小邻域内最多分支出 2

个极限环 .

　　证明　由g1 ( 2c) = e
2cW,g2m+ 1 ( 2c)～ ic_ m ,当定

理 3. 2条件满足时 ,

　　g1 ( 2c) - 1≈ - 2cX2 + o(X2 ) ,

　　g3 ( 2c)≈ [8c+ k(X1 ,X2 ) ]X1 + o(X1 ) , ( 5)

　　g5 ( 2c)≈ - 52c+ o( 1) ,

其中k(X1 ,X2 )在 ( 0, 0)解析且k( 0, 0) = 0.由 ( 5)式可

知 g2(m- 1)+ 1 ( 2c)g2m+ 1 ( 2c) < 0且 |g2(m- 1)+ 1 ( 2c)| 

|g2m+ 1 ( 2c)|(m = 1, 2) .根据经典的 Bautin理论 ,系统

( 2)在原点充分小的邻域内最多可以分支出 2个极限

环 .根据系统 ( 1)的对称性可以知道 ,在焦点 ( 1, 0) ,
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故系统在局部邻域内可以分支出 12个极限环 .
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强降雨量随着全球温度的增高而增多

　　科学家研究发现 ,随着全球暖化的持续 ,强降雨发生的频率增加了 ,而且它比目前的气候模型所预测的还

要更加频繁。这些发现意味着 ,由于全球暖化而造成的对全球水循环变化的影响 ,比人们曾经想象的要严重许

多。科学家们应用卫星观察资料和模型模拟来检验热带降雨和地球表面温度变化以及大气湿度之间的关系。无

论是从卫星的数据还是从模型模拟的结果 ,他们的观察都披露了在气候变暖和极度降雨事件增加之间存在着

直接的关联。然而 ,所观察到的极度降雨的增加比目前模拟所预测的增加要大得多 ,这表明对全球暖化造成的

降雨量变化的预测可能被低估。科学家们认为 ,尽可能快地确定引起这种差异的原因 ,以及准确地了解全球暖

化及其对水循环影响的意义 ,是至关重要的。

(据科学时报 )
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