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摘要:给出求解单调变分不等式问题的一个近似邻近点算法 ,在不需要任何中间步骤的条件下证明算法的收敛

性 .本算法的误差准则比已知算法更宽松 .
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Abstract: An approximate proximal point alg orithm for solv ing monotone variational inequalities is

constructed, and the convergence of the algorithm is proved under the condition that any indirect
step is not required. The error cri terion of this algorithm is less restrictiv e than known alg orithms.
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　　设K是 Rn空间中的一个非空闭凸集 , F是 Rn到

其自身的连续映射 .变分不等式问题 (简记为 V I(K,

F ) )是指:找 u
*
∈ R

n
使得

　　 (u - u
* ) TF(u* )≥ 0 , u∈ K. ( 0. 1)

变分不等式问题包含非线性互补问题 (当K= Rn
+ )和

非线性方程组 (当K= Rn ) ,因此变分不等式有广泛

的应用
[1 ]
.

　　我们知道 ,对任意U> 0,u
*
是 V I(K,F ) ( 0. 1)

的解 ,当且仅当

　　u
* = PK [u* - UF (u* ) ] , ( 0. 2)

其中 PK ( )表示K上的投影 .记

　　e (u,U) = u - PK [u - UF (u) ] , ( 0. 3)

显然 ,求解变分不等式 ( 0. 1)等价于求解 e (u,U)的一

个零点 .

　　求解变分不等式问题的一个有效方法是邻近点

算法 (记为 PPA)
[ 2, 3]

.邻近点算法最初由 Martinet
[4 ]

于 1970年提出 .何炳生 [ 5]对利用邻近点算法求解单

调变分不等式进行了综述 .对于给定的 u
k ∈ K,Uk >

0,新的迭代点 u
k+ 1是变分不等式

　　u∈ K, (u′- u )
T
Fk (u)≥ 0, u′∈ K, ( 0. 4)

的解 ,其中

　　 Fk (u ) = (u - u
k ) + UkF (u ) . ( 0. 5)

精确邻近点算法的一个等价格式是新的迭代点 u
k+ 1

满足

　　u
k+ 1 = PK [uk+ 1 - Fk (uk+ 1 ) ] , ( 0. 6)

或

　　u
k+ 1 = PK [uk - UkF (uk+ 1 ) ]. ( 0. 7)

　　精确邻近点算法虽然具有良好的收敛性 ,但是

精确求解邻近子问题的难度几乎和求解原问题相当 ,

有时甚至是不可能求解的 ,因此不少学者转而研究更

加可行的近似邻近点算法 [3, 6～ 8 ] .近似邻近点算法的

主要挑战在于对误差的限制 ,既要求算法尽可能地容

易操作 ,又要求算法是收敛的 ,并且具有较好的收敛

速度 .本文给出近似邻近点算法来求解变分不等式问

题 ( 0. 1) ,并且证明算法的收敛性 ,与何炳生
[6 ]
和王

治华
[7 ]
的算法比较 ,该算法不需要任何的中间步骤 ,

这大大减少了计算量 .以下总假设问题 ( 0. 1)的解集

是非空的 .

1　基本概念及主要引理

　　定义 1. 1　映射 F: K→ Rn称为

　　 ( a)单调的 ,当且仅当对任意的 x , y∈ K,有 (x -

y ) T ( F( x ) - F( y ) )≥ 0;
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　　 ( b)强单调 (单调模为λ> 0)的 ,当且仅当对任

意的 x , y∈ K,有 ( x - y )
T
( F (x ) - F (y ) )≥λ x -

y 2 .

　　显然 , F是强单调的 ,则一定是单调的 ,反之则未

必成立 .

　　引理 1. 1
[9 ]
　设K是 R

n
空间中的一个非空闭凸

集 , F:K→ Rn为强单调连续映射 ,则问题 ( 0. 1)有唯

一解 .

　　定义 1. 2　设K是 Rn空间中的非空闭凸集 ,投

影算子 PK ( )定义为

　　PK ( w ) = argmin{ w - u : u∈ K} ,

其中    表示 Euclid范数 .

　　引理 1. 2[5 ]　设K是 Rn空间中的非空闭凸集 ,投

影算子 PK ( )有性质:

　　 ( 1) [w - PK (w ) ]
T
[v - PK ( w ) ]≤ 0, w∈ R

n
,

 v∈ K;
　　 ( 2) PK (v ) - PK (w ) ≤ v - w , v ,w∈ Rn ;

　　 ( 3) PK (v ) - u 
2
≤ v - u 

2
-  v - PK (v ) 

2
,

 u∈ K.
　　引理 1. 3

[5 ]
　e (u,U)关于 u是连续的 ,且  e (u,

U) 关于U是单调上升的 ,即对任意给定的 u∈ R
n ,任

意的U~≥U> 0,有  e(u ,U~ ) ≥ e(u ,U) .

2　近似邻近点算法的描述

　　算法 1

　　步骤 1: 取 u
0
∈ K为初始值 .

　　步骤 2:已知 u
k
∈ K,Uk∈ [U, + ∞ ) (U> 0) ,u

k+ 1

为系统

　　u
k+ 1 = PK [uk - Uk F(vk ) ] , ( 2. 1)

　　Y
k
= Uk [F (u

k+ 1
) - F(v

k
) ] , ( 2. 2)

满足
　　 Yk 2≤ _ 2

k + Vk uk - u
k+ 1 2 , ( 2. 3)

其中

　　∑
∞

k= 0

_k <∞ , sup
k≥ 0

Vk
_ k

< 1. ( 2. 4)

的解

　　步骤 3:若 u
k+ 1 = v

k , 则停止 ;否则 ,令 k = k+ 1,

转步骤 2.

　　对于算法 1,首先关心的是算法的可定义性 ,即

是否存在满足邻近子系统的 u
k+ 1 .回答是肯定的 .因

为当 F是单调连续映射时 ,则形如 ( 0. 5)式所定义的

Fk (u)是强单调且连续的 ,因此由引理 1. 1知变分不

等式 ( 0. 4) 有唯一解 ,从而存在唯一的 u
k+ 1
满足

( 0. 6)式或者 ( 0. 7)式 .因此满足算法 1中的邻近子

系统的 u
k+ 1
及 v

k
可以有无穷多 .

　　注　文献 [3]中的误差准则为  Y
k
 ≤ _ k ,并且

要求∑
∞

k= 0

_k <∞ .显然算法 1的误差准则比文献 [3]的

更宽松 .文献 [7]把文献 [3 ]的要求放宽为∑
∞

k= 0
_ 2

k <

∞ .何炳生在文献 [6 ]中使用误差准则 Y
k
 ≤Vk u

k
-

u
~k ,并且要求 sup

k≥ 0
Vk < 1.文献 [6, 7 ]误差准则所获得

的改进都需要在每次迭代中增加一个投影步骤作为

代价 ,这大大增加了计算量 .本文的算法不需要增加

其它的中间步骤 .

3　近似邻近点算法的收敛性分析

　　定理 3. 1　设 {u
k
}由算法 1产生 ,u

*
是变分不等

式问题 ( 0. 1)的任一个解 ,则存在 k0∈ N,任意 k >

k0 ,有

　　 uk+ 1 - u
*  2≤ ( 1+ 2_ k ) uk - u

*  2 + 2_ k .

( 3. 1)

　　证明　由 ( 2. 1)式 , ( 2. 2)式及引理 1. 2的结论

( 3) ,有

　　 uk+ 1 - u
* 2 = PK [uk - UkF (vk ) ] - u

*  2≤
 u

k
- UkF(v

k
) - u

*
 

2
- u

k
- UkF (v

k
) - u

k+ 1
 

2
=

 uk - u
*  2 + Uk

2 F (vk ) 2 - 2Uk (uk -

u
*
)
T
F (v

k
) - [ u

k
- u

k+ 1
 

2
+ Uk

2
 F (v

k
) 

2
- 2Uk (u

k
-

u
k+ 1 ) TF (vk ) ] =  uk - u

*  2 -  uk - u
k+ 1 2 - 2Uk (uk+ 1

- u
* ) T F(vk ) =  uk - u

*  2 -  uk - u
k+ 1 2 - 2(uk+ 1

- u
* ) T (UkF (uk+ 1 ) - Yk ) =  uk - u

*  2 -  uk - u
k+ 1 2

- 2Uk (u
k+ 1

- u
*
)
T
F(u

k+ 1
) + 2(u

k+ 1
- u

*
)
T
Y
k
.

由 u
* 是问题 ( 0. 1)的一个解及 u

k+ 1∈ K和 F的单调

性知
　　 (uk+ 1 - u

* ) TF (uk+ 1 )≥ (uk+ 1 -

u
*
)
T
F (u

*
)≥ 0. ( 3. 2)

由 Cauchy-Swarz不等式有

　　 2(u
k+ 1

- u
*
)
T
Y
k
≤ _ k u

k+ 1
- u

*
 

2
+

1
_ k
 Y

k
 

2
≤

_k u
k+ 1

- u
*
 

2
+

1
_k (_

k
2
+ Vk u

k
- u

k+ 1
 

2
) =

_k uk+ 1 - u
*  2 + _ k +

Vk
_ k
 uk - u

k+ 1 2 .

因此

　　 uk+ 1 - u
*  2≤ uk - u

*  2 - ( 1 -

Vk
_k ) u

k
- u

k+ 1
 

2
+ _k u

k+ 1
- u

*
 

2
+ _ k≤ u

k
- u

*
 

2

+ _ k uk+ 1 - u
*  2 + _ k .

不失一般性 ,设 _k≤ 1
2
,整理后得到

　　 uk+ 1 - u
*  2≤

1
1 - _ k

 uk - u
*  2 +

_k
1 - _ k

≤ ( 1+ 2_k ) uk - u
*  2 + 2_ k .

　　定理 3. 2　设序列 {uk } , {Yk }由算法 1产生 ,则

　　 ( 1)序列 {uk }有界 ,
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　　 ( 2) lim
k→∞
 u

k
- u

k+ 1
 = 0,

　　 ( 3) lim
k→∞
 Y

k
 = 0.

　　证明　 ( 1)由∑
∞

k= 0

_ k <∞ ,知∏
∞

l= 0

( 1+ 2_ l ) <∞ ,

反复利用 ( 3. 1)式得

　　 uk+ 1 - u
*  2≤∏

∞

l= 0

( 1+ 2_ l ) ( u0 - u
*  2 + 1)

- 1 = C ,

因此 {uk }有界 .

　　 ( 2)记Z= sup
k≥ 0

Vk
_k

< 1,由  u
k+ 1

- u
*
 

2
≤

 uk - u
*  2 - ( 1-

Vk
_ k

) uk - u
k+ 1 2+ _ k uk+ 1 - u

*  2

+ _ k ,整理后得

　　 ( 1 - Z) u
k
- u

k+ 1
 

2
≤ ( 1 -

Vk
_ k

) u
k
- u

k+ 1
 

2
≤

 uk - u
* 2 - uk+ 1 - u

* 2+ _ k ( uk+ 1 - u
*  2+ 1)≤

 u
k
- u

*
 

2
-  u

k+ 1
- u

*
 

2
+ _k (C+ 1) .

从而∑
∞

k= k
0

( 1 - Z) u
k
- u

k+ 1
 

2
≤ u

k
0 - u

*
 

2
+

(C+ 1)∑
∞

k= k
0

_ k < ∞ ,

因此 lim
k→∞
 uk - u

k+ 1 = 0.

　　 ( 3)由 ( 2. 4)式知 ,_ k→ 0,Vk → 0,再结合 lim
k→∞
 uk

- u
k+ 1
 = 0,又因为  Y

k
 

2
≤ _k

2
+ Vk u

k
- u

k+ 1
 

2
,所

以 lim
k→∞
 Yk = 0.

　　定理 3. 3　设 {u
k
}由算法 1产生 ,则 {u

k
}收敛于

变分不等式问题 ( 0. 1)的解 .

　　证明　由定理 3. 2知 , {uk }有界 ,因此存在一个

收敛的子序列 {u
k
j } ,设 u

k
j → u

~ ( j→∞ ) .

　　第一步证明u
~是问题 ( 0. 1)的解 .由引理 1. 3,投

影算子的非扩张性 ,以及 e (u,U)的定义 , ( 2. 1)式和

( 2. 2)式 ,有

　　 e (ukj ,U) ≤  e(uk
j , Uk

j
- 1 ) =  uk

j - PK [uk
j -

Uk
j
- 1F (u

k
j ) ] =  PK [u

k
j
- 1

- Uk
j
- 1F (v

k
j
- 1

) ] - PK [u
k
j

- Uk
j
- 1F(u

k
j ) ] ≤

 ukj - 1 - u
k
j - Uk

j
- 1 [F (vkj- 1 ) - F(uk

j ) ] ≤

 ukj - 1 - u
k
j + Uk

j
- 1 F (vkj - 1 ) - F(uk

j ) =

 u
k
j
- 1

- u
k
j +  Y

k
j
- 1
 .

由定理 3. 2的结论 ( 2)和结论 ( 3)知 lim
j→∞
 e(u

k
j ,U) =

0,再由 e (u,U)的连续性 ,得到 e(u~ ,U) = lim
j→∞

e(u
k
j ,U)

= 0,所以u
~是问题 ( 0. 1)的解 .

　　第二步证明 lim
k→∞

u
k = u~.因为∑

∞

k= 0

_ k < ∞ ,所以对

任意的X> 0,存在 i > 0,使得

　　 u
k
i - u

~ < X,∏
∞

l= k
i

( 1+ 2_ l ) < 1+ X.

注意到 ( 3. 1)式对变分不等式问题 ( 0. 1)的所有解都

成立 ,对 k > ki反复利用 ( 3. 1)式得

　　 uk - u
~ ≤∏

k- 1

l= k
i

( 1+ 2_ l ) ( uk
i - u

~ 2+ 1) - 1≤

2X+ X
2
.

所以 lim
k→∞

u
k = u~ .

　　 注意到定理 3. 3的收敛性分析是在问题 ( 0. 1)

的解集非空的假设下进行的 .

　　推论 3. 1　设 {uk }由算法 1产生 ,若 {uk }无界 ,

则变分不等式问题 ( 0. 1)无解 .

　　由定理 3. 1及定理 3. 2的结论 ( 1)容易证明推论 3.

1成立 .

参考文献:

[1 ]　 Ferris M C, Pang J S. Eng ineering and economic

applica tions of complementa rity pr oblems [ J ]. SIAM

Review, 1997, 39: 669-713.

[ 2]　 Rockafellar R T. Augmented lag rangians and applications

o f the prox ima l point alg orithm in convex prog ramming

[ J]. Mathematics of Opera tions Research, 1976, 1: 97-

116.

[ 3]　 Rockafellar R T. Monotone opera to rs and th e proximal

point alg orithm [ J]. SIAM J Control Optim, 1976, 14:

877-898.

[4 ]　 Martinet B. Regularisation d′inequa tions va riationnelles

pa r approx imation successiv es [ J ]. Rev Francaise

Informat, Recherch e Operationnelle ( Ser. R - 3) , 1970

( 4): 154-158.

[5 ]　 He Bing sheng , Qian Maijian, WangYumei. Study on

approximate pr oximal point algo rithms for monotone

va riational inequalities [ C ] / /Yuan Yaxiang. Numerical

linear a lgebra and optimization. Beijing: Science press,

2004: 15-41.

[6 ]　何炳生 ,廖立志 ,杨振华 .极大单调算子的一个新的近似

邻近点算法 [ J]. 中国科学: A辑 , 2002, 32( 11): 1026-

1032.

[7 ]　王治华 .关于单调变分不等式的不精确邻近点算法的收

敛性分析 [ J].高等学校计算数学学报 , 2003, 25: 336-

343.

[8 ]　 Han Deren, He Bingsheng. A new accuracy c riterion for

approx ima te prox ima l point a lgo rithms [ J]. J Math Anal

and Appl, 2001, 263: 343-354.

[9 ]　 Chr Istian Kanzow , Houyuan Jiang. A continuation

method fo r ( strongly ) mono tone va riational inequa lities

[ J]. Ma thematics Prog ram ming , 1998, 81: 103-125.

(责任编辑:尹　闯 )　　

259广西科学　 2008年 8月　第 15卷第 3期


