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摘要:在 Lurie系统具有多时滞的情形下 ,利用线性矩阵不等式及 Lyapunov稳定性理论 ,给出 Lurie型直接控制

系统和间接控制系统的鲁棒绝对稳定的 2个新判据 .
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Abstract: In the case of the lurie systems wi th multiple delay time, linear matrix and Lyapunov

stability theory are used to give tw o new decision condition of robust absolute stabili ty for lurie

direct and indirect control systems.
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　　随着经济的高速发展 ,现实生活中存在越来越多

的不确定性因素 ,那么在实际简化模型时往往会出现

误差 ,所以系统稳定性及其控制的研究再一次被转化

到鲁棒与 Lurie系统上 . Lurie系统本身的不确定性

和非线性性 ,使得它的鲁棒绝对稳定性 ,引起人们的

极大关注 ,许多文献对此做了深入研究 [ 1～ 5] .把区间

系统和 Lurie系统结合起来研究已经成为一种较为

普遍的方法 ,并且这种方法可以被进一步把推广到多

非线性区间或有时滞的情形 .甘作新
[6 ]
首次把该方法

推广到多非线性区间的情形 ;文献 [7, 8 ]研究 Lurie

系统有时滞的情形 ;文献 [9 ]研究多时滞多非线性区

间的情形 .但是上述这些有关鲁棒绝对稳定性的研究

都是运用 Lyapunov函数或判断区间矩阵负定或用

Riccati方程来给出系统鲁棒绝对稳定的充分条件 .本

文在此基础上 ,利用线性矩阵不等式及 Lyapunov稳

定性理论 ,研究 Lurie系统具有多时滞的情形 ,给出

其直接控制系统和间接控制系统的鲁棒绝对稳定的 2

个新判据 ,推广了文献 [7 ]的结论 .

1　定义及引理

　　定义非线性特性集合:

　　 F [0,∞ ) = { f (e)|f ( 0) = 0, 0 < f (e) < ∞ ,e

≠ 0}.

考虑带有多时滞的区间 Lurie直接系统:

　　 x ( t ) = N [P
A
,Q

A
]x ( t )+ ∑

m

J= 1
N [P

D
J , Q

D
J ]x ( t -

fJ ) + N [Pb ,Qb ]f (e( t ) ) , ( 1)

　　e( t ) = c
T
x ( t ) ( 2)

和间接系统:

　　 x ( t ) = N [PA ,QA ]x ( t )+ ∑
m

J= 1
N [PDJ , QDJ ]x ( t -

fJ ) + N [P
b
,Q

b
]f (e( t ) ) , ( 3)

　　e( t ) = c
T
x ( t ) - df (e( t ) ) , ( 4)

其中 c
T ∈ R

1× n , x ( t ) = ( x1 ( t ) , x2 ( t ) ,… , xn ( t ) ) T ∈

R
n× 1

, f (e)∈ F [0,∞ ) ,d> 0,fJ为常时滞 , x ( t - fJ )
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= (x 1 ( t - fJ ) ,x 2 ( t - fJ ) ,… , xn ( t - fJ ) )
T
∈ R

n× 1
.为

了叙述方便以下对于 J都约定为 J = 1, 2,… ,m .由

已知可得 x ( t - f) = (x ( t - f1 ) , x ( t - f2 ) ,… ,x ( t -

fm ) ) T∈ R
mn× 1 .

　　区间矩阵定义为:

　　N [P
A
,Q

A
] = {A= [ai j ]∈ R

n× n
|p

A
i j≤ aij≤ q

A
ij ,

i , j = 1,… ,n; PA = [pAij ]∈ R
n× n ,QA = [qAij ]∈ R

n× n } ,

　　N [P
D
J , Q

D
J ] = {DJ = [dij ]∈ R

n× n
|p

D
Jij ≤ d ij≤

q
D
Jij , i , j = 1,… ,n; PDJ = [pDJi j ]∈ R

n× n , QDJ = [qDJij ]∈

R
n× n ,J = 1, 2,… ,m } ,

　　N [P
b
, Q

b
] = {b = [bi ]∈ R

n× 1
|P

b
i≤ bi≤ Q

b
i , i =

1,… ,n; Pb = [Pbi ]∈ R
n× 1 , Qb = [Qb ]∈ R

n× 1} .

　　再考虑一个简化的时滞辅助系统:

x ( t ) = Ax ( t ) + ∑
m

J= 1

DJ x ( t - fJ ) + bf (e( t ) ) , ( 5)

e( t ) = c
T
x ( t ) ( 6)

和

x ( t ) = Ax ( t ) + ∑
m

J= 1

DJ x ( t - fJ ) + bf (e( t ) ) , ( 7)

e( t ) = c
T
x ( t ) - df (e( t ) ) , ( 8)

其中 A∈ N [PA , QA ] ,DJ ∈ N [PD
J , QDJ ] ,b∈ N [Pb ,

Q
b ] ,fJ 为常时滞 .

　　定义 1. 1[ 7]　如果对于任意的 A∈ N [PA ,QA ] ,

DJ ∈ N [PDJ , QDJ ] ,b∈ N [Pb ,Qb ], f (e)∈ F [0,∞ ) ,

系统 ( 5)、 ( 6)和系统 ( 7)、 ( 8)都是全局渐近稳定的 ,

则分别称系统 ( 1)、 ( 2)和系统 ( 3)、 ( 4)是鲁棒绝对稳

定的 .

　　引入记号:

　　A0 = ( PA + Q
A ) /2, HA = (QA - P

A ) /2,

　　D0J = ( P
D
J + Q

D
J ) /2, H

D
J = (Q

D
J - P

D
J ) /2,

　　b0 = ( Pb + Q
b ) /2, Hb = (Qb - P

b ) /2.

　　定义 1. 2[8 ]　给定矩阵与矩阵集合:

　　G
A
= [ h

A
11e1… h

A
1ne1… h

A
n1en… h

A
nnen ]∈

R
n× n2 ,

　　F
A = [ h

A
11e1… h

A
1nen… h

A
n1e1… h

A
nnen ]T∈

R
n2× n

,

　　∑ A = {E
A
∈ R

n2×n 2
|E

A
= diag (W

A
11 ,… ,W

A
1n… ,

WAn1 ,… ,WAnn ) ,|WAij|≤ 1, i , j = 1,… ,n} ,

　　G
D
J = [ h

D
J11 e1… h

D
J1n en… h

D
Jn1 en… h

D
Jnn en ]∈

R
n× n

2

,

　　F
D
J = [ h

D
J11 e1… h

D
J1n en… h

D
Jn1 e1… h

D
Jnn en ]

T

∈ R
n2× n ,

　　∑ D
J

= {EDJ ∈ R
n2×n 2|EDJ =

diag (W
D
J

11…W
D
J

1n…W
D
J

n1…W
D
J

nn ) ,|W
D
J

ij |≤ 1, i , j = 1,… ,n }.

　　 G
b
= [ h

b
1 e1… h

b
n en ]∈ R

n× n
, F

b
= [ h

b
1…

h
b
n ]

T
∈ R

n× 1
,

　　∑ b = {E
b
∈ R

n× n
|E

b
= diag (W

b
1 ,… ,W

b
n ) ,|W

b
i|≤

1, i = 1,… ,n } ,

其中 ei , i = 1,… ,n为 n× n阶单位矩阵 I的第 i个列

向量 .显然对于  E
A
∈ ∑ A , E

D
J ∈ ∑ D

J
, Eb∈

∑ b有

　　 ( EA ) TEA≤ I , (ED I ) TEDI ≤ I , (Eb ) TEb≤ I , ( 9)

同 时 , 如 果 令 ED = diag ( ED
1
, ED

2
,… , ED

m
) ∈

R
mn2×mn2 ,则有 ( ED ) TED≤ I成立 .

　　 引理 1. 1[7 ]　 任意矩阵 A∈ N [PA , QA ] ,DJ ∈

N [P
D
J , Q

D
J ] ,b∈ N [P

b
, Q

b
]的充要条件为存在 E

A
∈

∑ A , E
D
J ∈ ∑ D

J
, E

b ∈ ∑ b 使得 A = A0 +

G
A
E
A
F
A , DJ = D0

J
+ G

D
J E

D
J F

D
J ,b = b0+ G

b
E
b
F
b .

　　引理 1. 2[8 ]　对给定的具有适当维数的矩阵 Y、

G、F ,其中 Y为对称矩阵 ,则对所有满足 E
T
E≤ I的

矩阵 E, Y+ GEF+ F
T
E
T
G
T < 0成立 ,当且仅当存在

一个常数X> 0,使得 Y + XGGT+ X- 1
F
T
F < 0.

　　引理 1. 3
[10 ]
　对给定的对称矩阵 S =

S11 S12

S21 S22
,其中 S11是 r× r维的 ,则以下三个条件是

等价的:

　　 ( i) S < 0; ( ii) S11 < 0, S22 - S
T
12S

- 1
11 S12 < 0; ( iii ) S22

< 0, S11 - S12S
- 1
22 S

T
12 < 0.

2　主要结果

　　定理 2. 1　如果存在对称正定矩阵 P、 T和实数

X> 0,V> 0使得如下线性矩阵不等式成立:

　　
Y X

X
T - I

< 0, ( 10)

其中
　　Y =

AT0 P+ P A+ tr T+ (FA ) TFA PD0 Pb0 + XA
T
0 c /2+ Vc /2

DT0 P - T+ (FD ) TFD XD T
0 c /2

bT0 P+ XcTA0 /2+ VcT /2 Xc TD 0 /2 Xc Tb0 + (Fb ) TFb

,

( 11)

　　X =

PGA PGD PGb

0 0 0

Xc TGA /2 XcTGD / 2 XcTGb /2

, ( 12)

则多时滞区间直接型 Lurie系统 ( 1)、 ( 2)鲁棒绝对稳

定 ,其中有 T = Xdiag ( T- 1 , T- 2 ,… , T-m )∈ R
mn×mn

,G
D
=
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(GD1 ,GD2 ,… , GDm ) ∈ R
n×mn2 , ED = diag (ED1 , ED2 ,… ,

E
D
m ) ∈ R

mn2×mn2 , FD = diag (FD1 , FD2 ,… , FDm ) ∈

R
mn 2×mn , D = (D1 ,D2 ,… , Dm )∈ R

n×mn .

　　证明　由引理 1. 1可得 D = D0+ G
D
E
D
F
D ,其

中 D0 = (D0
1
,D0

2
,… ,D0

m
)∈ R

n×mn
.再取 Lyapunov泛

函

　　V
 
= x

T ( t )P-x ( t ) + ∑
m

J= 1∫
t

t-f
J

x
T (s ) T-J x (s )ds +

∫
e

0
f (e) de, ( 13)

其中 P
-、 T- I均为正定矩阵 ,则 V沿系统 ( 5)、 ( 6)的任

意轨线 ,其对时间的导数为:

　　V = x
T
( t ) ( A

T
P
-+ P

-
A+ ∑

m

J= 1
T
-
J ) x ( t ) + ∑

m

J= 1
x
T
( t

- fJ )DT
J P
-
x ( t ) + f (e)bTP-x ( t ) + x

T ( t ) P-bf (e) -

∑
m

J= 1
x
T
( t - fJ ) T-J x ( t - fJ ) + f (e)c

T
Ax ( t ) +

f (e)cT∑
m

J= 1

DJ x ( t - fJ ) + c
T
bf

2 (e) + V-ef (e) -

V-ef (e) + x
T ( t ) P-∑

m

J= 1
DJx ( t - fJ ) , ( 14)

其中 P- > 0, T-J > 0,V-> 0.显然 ,如果

　　

ATP- + P-A+ tr T- P-D P-b+ ATc /2+ V-c /2

DTP
-

- T
-

DT c / 2

bTP- + c TA /2+ V-cT / 2 c TD /2 c Tb

< 0, ( 15)

则由 ( 14)式可得 V
 
,由 Lyapunov稳定性理论可知 ,多

时滞区间直接型 Lurie系统 ( 1)、 ( 2)鲁棒稳定 ,其中 T
-

= diag( T- 1 , T- 2 ,… , T-m )∈ R
mn×mn .此时由引理 1. 1给

出的区间矩阵分解可令
　　Y- =

AT0 P
- + P-A0 + tr T- P-D0 P-b0+ AT0 c / 2+ V

-c /2

D T
0 P
- - T- D T

0 c /2

bT0 P
- + c TA0 /2+ V

-cT /2 cTD0 /2 cTb0

,

　　X- =

P-GA P-GD P-Gb

0 0 0

cTGA /2 cTGD / 2 c TGb /2

,

　　M =

P-GAEAFA + (FA ) T (EA ) T (GA ) TP- * *

(FD ) T (ED ) T (GD ) TP- 0 *

(Fb ) T (Eb ) T (Gb ) TP- + cTGAEAFA /2 cTGDEDFD /2 cTGb EbFb

,

其中的 * 可由矩阵的对称性得到 ,则 ( 15)式等价于

　　Y
-+ M < 0, ( 16)

矩阵 M可做分解:

　　M = X
- diag ( EA , ED , Eb ) diag( FA , FD , Fb ) +

(diag (E
A
, E

D
, E

b
) )

T
( diag (F

A
, F

D
, F

b
) )

T
X
- T
.

由 ( 9)式 ,显然有 ( diag ( EA , ED , Eb ) ) T diag ( EA , ED , Eb )

≤ I成立 ,因而由引理 1. 2可知 , ( 16)式成立的充要

条件是存在X> 0,使得

　　 Y
- + XX-X- T +

1
X
diag ( ( FA ) TFA , (FD ) TFD ,

( Fb ) TFb ) < 0. ( 17)

显然令 X = XX- ,P = XP- , T = XT- ,V= XV-,则

　　 Y = XY-+ diag( (F
A
)
T
F
A
, (F

D
)
T
F
D
, (F

b
)
T
F
b
) .

( 18)

由 ( 17)式和 ( 18)式及引理 1. 3( shur补性质 ) ,可知定

理 2. 1结论成立 .

　　注 1　在定理的证明过程中引入V-ef (e)项是为

了便于在定理 2. 2中针对间接型系统进行讨论 ,把直

接型系统与间接型系统统一起来 .

　　定理 2. 2　如果存在对称正定矩阵 P、 T和实数

X> 0,V> 0,使得线性矩阵不等式

Y X

X
T

- I
< 0,其中 Y =

AT0 P+ P A+ tr T+ (FA ) TFA PD0 Pb0 + Xc /2+ Vc /2

D0P - T+ (FD ) TFD 0

bT0 P+ XcT /2+ VcT /2 0 - Xd+ (Fb ) TFb

,

　　X =

PGA PGD PGb

0 0 0

0 0 0

, T的形式同定理 2. 1一样 ,则多

时滞区间间接型控制系统 ( 3)、 ( 4)鲁棒绝对稳定 .

　　注 2　对于单常时滞的情形 ,即定理中所有 DJ

都相同 ,也就是只有一个f的情形 ,可以用文献 [7 ]的

方法来判断 ;对于单变时滞的情形 ,可以令 DJ = D ,f

= f( t ) ,只须在判别矩阵的分块矩阵 Y的第二行第二

列中的 T前面加系数 ( 1 - f
 
( t ) )即可 .

　　注 3　定理 2. 1与定理 2. 2中的判据都是由线性矩

阵不等式给出 ,所以只需判定这些线性矩阵不等式的

可行解是否存在即可判断对应系统的鲁棒绝对稳定

性 .线性矩阵不等式可行解的求解为凸规划问题 ,可

以通过 M ATLAB和 LM I工具箱求解 .
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　　 ( ii ) The proof is similar wi th ( i ) . The proof of

this theorem is completed.

3　 Optimality conditions

　　 In this section, w e apply the associated results to

the nonlinear prog ramming problem w ith inequali ty

const raints as follow s:

　　　 min　　 f (x )

( Pg ) s. t. gi (x )≤ 0, i∈ I = { 1, 2,… ,m } ,

x ∈ R
n
.

Deno te the feasible set of ( P g) by Sg = { x∈ Rn|gi (x )

≤ 0, i∈ I } . Fo r convenience of discussion, w e always

assume that f and gi are all differentiable and Sg is a

nonempty set in R
n
.

　　 Theorem 3. 1　 If gi (x ) ( i∈ I ) are zero-set quasi-

convex functions, then the feasible set Sg of problem

( Pg ) is a convex set.

　　 Proof　 Let Si = {x|gi (x )≤ 0} , i∈ I , from

Theorem 2. 1, one know s that Si ( i∈ I ) are all convex

sets. So, Sg = ∩ i∈ I Si is a convex set.

　　 Theorem 3. 2　 Assume that x
*
is a KK T point of

( Pg ) , and the function f ( x ) is differentiable and

pseudo-convex , gi ( x ) ( i ∈ I ) are differentiable and

zero-set quasi-convex , then x
*
i s an optimalsolution of

the problem ( Pg ) .

　　 Proof　 For any x ∈ Sg , w e have gi ( x )≤ 0 =

gi (x* ) , i∈ I (x* ) = {i∈ I|gi (x* ) = 0} . Therefore,

f rom the zero-set quasi-convexity of gi (x ) , x∈ Sg and

Theorem 2. 3, one can obtain gi (x* ) T (x - x
* )≤ 0

for i∈ I (x* ) .

　　 Since x
*
is the KKT point of ( Pg ) , there exist

multipliers ui≥ 0 such that

　　  f (x
*
) + ∑

i∈ I

ui gi (x
*
) = 0,uigi (x

*
) = 0.

From the above equation, w e have

　　 f (x
*
)
T
(x - x

*
) = - ∑

i∈ I

ui gi (x
*
)
T
( x -

x
* ) = - ∑

i∈ I( x* )

ui gi ( x* ) T (x - x
* )≥ 0.

Hence f rom the pseudo-convexity of f (x ) , o ne can

conclude f (x )≥ f (x
*
) . Therefore x

*
is an optimal

solution of the problem ( Pg ) .
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