
收稿日期: 2007-11-14

修回日期: 2007-12-24

作者简介:蒋群华 ( 1979-) ,女 ,硕士研究生 ,主要从事神经网络方面

的研究工作。

* 国家自然科学基金项目 ( 60461001) ,广西自然科学基金项目

( 0542048)和广西民族大学重大项目资助。

广西科学 Guangxi Sciences 2008, 15( 3): 278～ 281

基于二重积分定义的神经网络求解数值积分模型及学

习算法*

The Model and Algorithm for Solving Numerical

Integration Based on Double Integral Def inition Neural

Network

蒋群华 ,周永权

JIANG Qun-hua, ZHOU Yong-quan

(广西民族大学数学与计算机科学学院 ,广西南宁　 530006)

( College of Mathematics and Computer Science, Guangxi Universi ty for Nationalities, Nanning,

Guangxi, 530006, China)

摘要:根据二重积分的定义和一般网络的拓扑结构特点 ,提出求解二重积分的神经网络模型和学习算法 ,并进行

算法收敛性分析和算例验证 .该算法收敛并且比传统的数值积分方法的计算精度高、收敛速度快 .
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Abstract: According to the double integ ral definition and the characteristic of common netw ork
topology , a netw ork model and algo rithm is proposed for the double integ ration in this paper, and

the converg ence is analyzed. Simulated result of the example indicates that the method has higher

accuracy and faster converg ence rate than the tradi tional methods fo r the double integ ration.
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　　二重数值积分在科学计算中起着重要作用 ,有关

三角形单元上的数值积分有几个不同代数精度的积

分公式 [1 ] .关于矩形单元上的数值积分公式 ,多数文

献采用化重积分为累次积分 ,然后借助于定积分已有

的数值积分计算公式 (如 Simpson公式 , Gauss公式

等 )来推导 ,而直接在矩形上利用二元插值函数代替

被积函数推导的计算公式的不多
[2, 3 ]

.当然有些低次

插值 ,如矩形单元上的双线性插值导出的数值积分公

式与累次积分两次用梯形公式得到的算法是一致的 .

　　人工神经网络的主要特点是其非线性映射能力 ,

这种能力使得神经网络能够逼近任何给定的连续函

数 .从应用的角度来看 ,一个人工神经网络是根据某

种“目标”而构造的 ,这样的目标一般情形下是一个多

元或一元函数 ,称之为“目标函数” ,可以通过对权值

的学习 ,使得目标函数尽可能逼近于人们理想中目标

函数 .

　　本文基于二重积分的定义和一般神经网络的拓

扑结构 ,提出求解二重积分的神经网络模型和学习算

法 .首先给出二重积分定义 ,并说明 
D

f (x , y ) de=

lim
n ,m→∞∑

n,m

i,k= 1

f (ai ,Zk )ΔxΔy ,其中 D: [a,b ]× [c,d ] ,然后

详细讨论基于二重积分定义的神经网络算法及算法

的收敛性 ,最后给出计算实例来验证算法的有效性和

正确性 .该算法与传统的一些方法相比 ,具有计算精

度高、收敛速度快等特点 .

1　预备知识 [ 4～ 6]

　　 定义 1　设 f (x , y )是定义在有界可求面积的

闭区域 D上的函数 ,对区域 D任作一分划

　　Δ: D1 ,D2 ,… ,Dl ,

其面积记为 Δej , j = 1, 2,… , l.令λ(Δ) = max
1≤ j≤ l

{Dj的

直径 } ,在每一个小区域 Dj 内任取一点 (aj ,Zj ) ,作和
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式 W(Δ,aj ,Zj ) = ∑
l

j= 1

f (aj ,Zj ) )Δej .如果当λ(Δ) → 0

时 ,和式的极限存在 ,且不依赖于区域 D的分划和 Dj

中点 (aj ,Zj )的取法 ,那么我们称这个极限为函数

f (x , y )在区域 D上的黎曼意义下的积分 ,简称 R ,记

　　 (R ) 
D

f (x , y ) de= lim
λ(Δ)→ 0

W(Δ ,aj ,Zj ) =

lim
λ(Δ)→ 0∑

l

j= 1

f (aj ,Zj )Δej .

在这种情形下 ,我们说函数 f (x , y )在区域 D上可

积 ,简称 R可积 .

　　定义 2　 设 f (x , y )是定义在有界可求面积的

闭区域 D上的函数 .作一矩形 [a,b,c,d ] ,使得 D 

[a,b,c, d ].把区间 [a,b ] n等分 ,Δx 1 = Δx2 = … =

Δxn .把区间 [c ,d ] m等分 ,Δy1 = Δy2 = … = Δym ,记

它们的共同长度为Δx =
b - a

n
,Δy =

d - c
m

.相应地

把矩形 [a,b,c,d ]分成了 mn个小矩形 ,记作 R ,其面

积为ΔxΔy =
(b - a) (d - c)

mn
.在每一个 D∩ Ri× k上

任取一点 (ai ,Zk ) (如果 D∩ Ri× k = H,取 f (ai ,Zk ) =

0)作和式

　　∑
n,m

i,k= 1
f (ai ,Zk )ΔxΔy .

若极限 lim
n ,m→∞∑

n ,m

i,k= 1
f (ai ,Zk )ΔxΔy存在 ,且不依赖于点

(ai ,Zk )在 D∩ Ri× k上的取法 ,则称函数 f ( x ,y )在 D

上等分意义下可积 ,简称 Rz ,记作

　　 (Rz ) 
D

f (x , y ) dxdy = lim
n ,m→∞∑

n,m

i,k= 1

f (ai ,Zk )ΔxΔy .

　　引理 1
[7, 8 ]
函数 f (x , y )在区域 D上 R可积与 Rz

可积等价 ,并且有

　　 (R ) 
D

f (x , y ) de= ( Rz ) 
D

f ( x , y ) dx dy.

2　求解数值积分的模型与学习算法

2. 1　模型

　　确定学习训练样本数据 ,首先对训练样本数据

作预处理 ,假设被积函数 f ( x ,y )在区域 D: [a,b ]×

[c, d ]上有 n种分法 T 1 , T2 ,… , Tn ,其中分划 Tk为 X k

= {x 0 (k ) ,x 1 (k ) , x 2 (k ) ,… ,xm
1
(k ) } , Yk = { y0 (k ) ,

y1 (k ) , y2 (k ) ,… , ym2 (k ) ,k = 1, 2,… ,n. 令 ΔX =

(ΔX 1 ,ΔX 2 ,… ,ΔX n ) ,ΔY = (ΔY1 ,ΔY 2 ,… ,ΔYn ) , 其

中 ΔX k = (Δx 1 (k ) ,Δx2 (k ) ,… ,Δxm
1
(k ) ) ,ΔYk =

(Δy1 (k ) ,Δy2 (k ) ,… ,Δym2 (k ) ) ,k = 1, 2,… ,n,Δxi (k )

= xi (k) - x (i- 1) (k ) ,Δyj (k ) = yj (k ) - y( j- 1) (k ) , i =

1, 2,… ,m1 , j = 1, 2,… ,m2 ,k = 1, 2,… ,n.则学习训

练样本数据集为 { ( (ΔX k ,ΔYk ) , d )|k = 1, 2,… ,n} ,

其中 d为积分 
D

f (x , y ) dxdy的准确值 .基于二重积

分定义的神经网络求解数值积分的模型如图 1所示 .

图 1　基于二重积分定义神经网络求积分模型

　　 Fig . 1　 The model for solving numerical integ ration based

on double integ ral definition neural netw ork

模型中输入层到神经元 hij的连接权均为 1,因为连线

太多 ,故在图 1中标出几个权值 1,其余省略 .神经元

hij取双曲函数 hij (u ,v ) = uv , i = 1, 2,… ,m1 ; j = 1,

2,… ,m2 ; f (ai ,Zj )为中间层到输出层的权值 .设该神

经网络的权值矩阵为

　　W = [f (X1 ,Z1 ) , f (X1 ,Z2 ) ,… , f (X1 ,Zm
2
) , f (X2 ,

Z1 ) ,
　　 f (X2 ,Z2 ) ,… , f (X2 ,Zm2 ) ,… , f (Xm1 ,Z1 ) , f (Xm1 ,
Z2 ) ,… , f (Xm

1
,Zm

2
) ]T . ( 1)

输出层的激励函数为恒等函数 ,阀值取 0,则该网络

输出

　　 y (k ) = ∑
m
1

i= 1
∑
m
2

j= 1

wijΔxi (k)Δyj (k ) = ∑
m
1

i= 1
∑
m
2

j= 1

f (Xi ,

Zj )Δxi (k )Δyj (k ) . ( 2)

定义误差代价函数:

　　 e(k ) = d - y (k ) ,k = 1, 2,… ,n, ( 3)

其中 n为训练样本点数 , f (x , y )为被积函数 .

　　设误差矩阵为 E= [e( 1) ,e( 2) ,… ,e (n) ]T ,则有

性能指标:

　　 J (k ) =
1
2∑

n- 1

k= 0
e
2
(k ) =

1
2
 E 

2
2 . ( 4)

在 ( 3)式中 ,   22为 Euclidean范数的平方 .根据梯度

下降法学习规则 ,则权值调整公式为:

　　Δai = - u
 J (k )
 e(k ) ×

 e(k )
 y (k ) ×

 y (k )
 ai =

ue (k )Δxi (k )∑
m
2

j= 1
f′(a,Zj )Δyj (k ) , ( 5)

　　a(k + 1) = a(k ) + Δa(k ) = a(k ) +

ue (k )ΔXk∑
m
2

j= 1

f′(a,Zj )Δyj (k ) . ( 6)
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同理有

　　Z(k + 1) = Z(k ) + ΔZ(k ) = Z(k ) +

ue(k )ΔYk∑
m
1

i= 1
f′(ai ,Z)Δxi (k ) , ( 7)

其中 u为学习率 ,且 0 < u < 1.

2. 2　学习算法

　　神经网络学习的目标就是对权值的学习 ,参照

一般神经网络的学习过程 ,神经网络求积分的学习算

法的步骤如下 .

　　 步骤 1: 获取神经网络训练样本集 { ( (ΔXk ,

ΔYk ) , d )|k = 1, 2,… ,n}; 随机产生 a,Z,其中 ,a=

[a1 ,a2 ,… ,am
1
]
T
,Z= [Z1 ,Z2 ,… ,Zm

2
]
T
.由 ( 1)式可以

得出网络权值矩阵W ;给定误差精度X;令性能指标 J

= 0.

　　步骤 2: 计算网络输出 y (k) =

∑
m
1

i= 1
∑
m
2

j= 1
wijΔxi (k )Δyj (k ) = ∑

m
1

i= 1
∑
m
2

j= 1
f (Xi ,Zj )Δxi (k )

Δyj (k ) .

　　步骤 3: 计算误差函数 e (k ) = d - y (k ) .

　　步骤 4: 计算性能指标 J =
1
2∑

n - 1

k= 0
e
2
(k ) .

　　步骤 5: 计算学习率

　　u = 1 / [∑
m
1

i= 1
|Δxi (k )∑

m
2

j= 1
f′(ai ,Zj )Δyj (k )|2 +

∑
m
2

j= 1

|Δyj (k )∑
m
1

i= 1

f′(ai ,Zj )Δxi (k )|2 ].

　　 步 骤 6: 权 值调 整 a(k + 1) = a(k ) +

ue(k )ΔXk∑
m
2

j= 1
f′(a,Zj )Δyj (k ) ,Z(k + 1) = Z(k ) +

ue(k )ΔYk∑
m
1

i= 1

f′(ai ,Z)Δxi (k ) .

　　步骤 7: 如果样本集未训练完 ,返回步骤 2,再重

复上述步骤 ;否则 ,判断性能指标是否 J > X,如果 J

> X,令 J = 0,返回步骤 2,再重复上述步骤 ;如果 J≤

X,结束网络训练 ,输出网络权值 W .

3　算法的收敛性分析

　　给出神经网络算法的收敛性 ,可以为神经网络

训练过程中学习率的选取提供理论依据 .

　　定理 1　设 u为学习率 ,则当

　　 0 < u < 2 /(∑
m1

i= 1
|Δxi∑

m2

j= 1
f′(ai ,Zj )Δyj|

2
+

∑
m
2

j= 1

|Δyj∑
m
1

i= 1

f′(ai ,Zj )Δxi|2 )

时 ,神经网络算法是收敛的 ,其中 m1 ,m2是分别为

Δx ,Δy的神经元个数 .

　　证明　取 Lyapunov函数为 V (k ) =
1
2
e
2 (k ) ,则

　　ΔV (k ) =
1
2e

2
(k+ 1) -

1
2 e

2
(k ) , ( 8)

　　 e(k+ 1) = e(k )+ Δe(k ) = e(k ) + [ (
 e (k )
 a )

T
Δa

+ (
 e(k )
 Z )

T
ΔZ].

而 Δa= - u1
 J (k )
 a = - u1

 J (k )
 e (k )

 e(k )
 a = - u1e(k )

 e(k )
 a ,

　　ΔZ= - u2
 J (k )
 Z = - u2

 J (k )
 e (k )

 e (k )
 Z =

- u2e(k )
 e (k)
 Z .

所 以 Δe (k ) = (
 e (k )
 a )

T
Δa+ (

 e(k )
 Z )

T
ΔZ= -

u1e(k ) (
 e(k )
 a )

T  e(k )
 a - u2e (k ) (

 e(k )
 Z )

T  e (k )
 Z = -

e(k ) [u1 
 e(k )
 a 

2
2+ u2 

 e(k )
 Z 

2
2 ]= - ue (k ) [ 

 e(k )
 a 

2
2

+  
 e(k )
 Z 

2
2 ] ,

其中 x 
2
2 = ∑

n

i= 1
|xi|

2
称为 Euclidean范数的平方 ,x =

[x1 ,x 2 ,… , xn ]
T
. ( 8)式改写为

　　ΔV (k ) = Δe (k ) [e(k ) +
1
2
Δe(k ) ] =

- ue (k ) [ 
 e (k )
 a
 22 +  

 e(k )
 Z
 22 ] [e (k ) -

1
2
ue(k ) [ 

 e(k )
 a
 22 + 

 e (k)
 Z
 22 ] ] = [ 

 e(k )
 a
 22+

 
 e(k )
 Z
 22 ]e2 (k ) [- u+

1
2
u
2 [ 
 e(k )
 a
 22+

 
 e(k )
 Z
 22 ] ]. ( 9)

由 ( 9)式可知 ,要使神经网络算法收敛 ,必有

　　 - u+
1
2u

2
[ 
 e(k )
 a 

2
2 +  

 e(k )
 Z 

2
2 ] < 0,

u > 0,

则 0 < u <
2

 
 e(k )
 a 

2
2 +  

 e (k )
 Z 

2
2

.

由 ( 2)式和 ( 3)式有

　　
 e (k )
 a

=
 e (k )
 y (xk )

 y (xk )
 a

= - ΔX k∑
m
2

j= 1

f′(a,

Zj )Δyj (k ) ,

　　
 e (k)
 Z

=
 e(k )
 y ( xk )

 y (xk )
 Z

= - ΔYk∑
m
1

i= 1
f′(ai ,

Z)Δxi (k ) ,

　　 
 e (k )
 a
 22 +  

 e (k)
 Z
 22 =  - ΔX k∑

m
2

j= 1

f′(a,

Zj )Δyj (k ) 
2
2 +  - ΔYk∑

m
1

i= 1
f′(ai ,Z)Δxi (k ) 

2
2 =

 ΔX k∑
m
2

j= 1

f′(a,Zj )Δyj (k ) 22 +  ΔYk∑
m
1

i= 1

f′(ai ,
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Z)Δxi (k ) 22 = ∑
m
1

i= 1
|Δx i (k )∑

m
2

j= 1
f′(ai ,Zj )Δyj (k )|2 +

∑
m
2

j= 1
|Δyj (k )∑

m
1

i= 1
f′(ai ,Zj )Δxi (k )|

2
.

　　即学习率 u为

　　 0 < u < 2 / [∑
m
1

i= 1
|Δxi (k )∑

m
2

j= 1
f′(ai ,Zj )Δyj (k )|

2
+

∑
m
2

j= 1

|Δyj (k )∑
m
1

i= 1

f′(ai ,Zj )Δxi (k )|2 ]

时 ,有 ΔV (k ) < 0,从而算法是收敛的 .证明完毕 .

4　数值积分算例

　　例　求积分∫
2. 0

1. 4∫
1. 5

1. 0
ln( x + 2y ) dydx .

　　 在 MATLAB语言环境下 ,取神经网络结构为

( 40+ 50)× 2000× 1(即 m 1 = 40,m2 = 50) ,性能指

标 J = 10- 16 ,在区域 [1. 4, 2. 0]× [1. 0, 1. 5 ]上有 50

个分法 ,训练样本集为 { ( (ΔXk ,ΔYk ) ,d )|k = 1, 2,

… , 50} ,所得到结果为 0. 429554526002843,迭代 38

次 ,而积分准确值为 0. 42955452600,此结果与精确

值相比精确到 2. 843× 10
12
.性能指标 J与迭代次数

的变化曲线见图 2.

图 2　性能指标与迭代次数的变化曲线

Fig. 2　 Curve o f capability and itera tiv e time

　　 文献 [9]用复化辛卜生方法求解 ,所得结果为

0. 4295524387,此计算值与精确值相比精确到 2. 1×

10- 6; 文献 [10]用高斯型求积公式计算 ,所得结果为

0. 4295545313,此结果与精确值相比精确到 4. 8×

10- 9 .

　　 与文献 [9 ]复化辛卜生公式和文献 [10 ]的高斯

型求积公式相比 ,本文提出的算法具有计算精度高、

收敛速度快的特点 .
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