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摘要:将线性 Lp ( p = 1)和 LX损失函数下的支持向量机回归与分类解的关系及支持向量机回归与g-支持向量机

分类解的关系 ,推广到非线性 Lp ( p≥ 1)和 LX损失函数上 ,得到这些解关系更一般的形式 .
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Abstract: The relation of solution between SVMR and SVMC, and the relation of solution between

SVMR andυ-SVMC based on the linear Lp and LX loss function to the non-linear Lp and LX loss

function are generalized, and the general form of original theory is obtained.
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　　支持向量机 ( SVM )由 Vapnik. V
[1 ]
在 1995年提

出来 ,是近年来机器学习研究的一项重大成果 . SVM

方法最初用于模式识别 (分类 )问题 ,近而成功地推广

到函数回归与逼近问题 .随之 ,支持向量机回归与分

类的关系也得到广泛研究 . Pontil等人在 Lp损失函

数 p= 1的情况下研究支持向量机回归 ( SVMR)与分

类 ( SVMC)解的关系 [2 ] .本文将线性 Lp (p = 1)和 LX

损失函数下的支持向量机回归与分类解的关系及支

持向量机回归与g-支持向量机分类解的关系 ,推广

到非线性 Lp ( p≥ 1)和 LX损失函数上 ,得到这些解关

系更一般的形式 .

1　预备知识

　　在支持向量机分类 ( SVMC) [1, 3 ]问题中 , 给定 l

个样本 ( x1 , y1 ) ,… , ( xl , yl ) ,其中 xi∈ R
n
,yi∈ { - 1,

+ 1} ,目标是寻找一个超平面 (k,b) ,使它能以最大

间隔将给定的正样本和负样本分开 .为了形式化表述

这一目标 ,引入非负变量Yi≥ 0, i = 1, 2,… , l ,根据这

些变量 , SVMC问题可描述为:

　　 min
k,b ,Y

1
2
 k 2+ CF (∑

l

i= 1
Ypi ) , ( 1)

　　约束条件是

　　 yi (k xi + b)≥ 1 - Yi ;Yi≥ 0, i = 1, 2,… , l ,

其中 F (u)是一个单调的凸范函 (p≥ 1) ,称为损失函

数 , C≥ 0为惩罚因子
[1, 2 ]

.在本文所讨论的问题中 ,

考虑 Lp损失函数 [2, 3 ] ,则此时的 SVMC问题等价于问

题 ( 1)中取凸泛函 F (Y) = ∑
l

i= 1
Y
p
i ,那么上述 SVMC问

题变为:

　　 min
k,b ,Y

1
2 k 

2
+

C
p∑

l

i= 1
Yi

p
, ( 2)

　　约束条件是

　　 yi (k xi + b)≥ 1 - Yi ;Yi≥ 0, i = 1, 2,… , l .

　　在支持向量机回归 ( SVMR) [1, 3 ]问题中 ,目标是

构造一个超平面使之尽可能接近大多数样本点 .给定

l个样本 (x 1 ,y1 ) ,… , (xl , yl ) ,从这些有限样本中 ,需

要找到回归函数的一个有效估计 .这可表述为:

　　 min
k,b ,Y,Y*

1
2
 k 2 + C

p∑
l

i= 1

(Ypi + (Y*i ) p ) , ( 3)

　　约束条件是

　　 yi - (k xi + b)≤X+ Yi ; - yi + (k xi +

b)≤X+ Y*i ;Yi ,Y*i ≥ 0, i = 1, 2,… , l ,

其中
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　　LX= |y - (k x + b)|
p
X =

0,当|y - (k x + b)|≤X,

(|y - (k x + b)|- X)
p
,其它 ,

是 Vapnik的X-不敏感损失函数 [1, 3 ] .对所有 i ,若 yi∈

{ - 1, 1} ,可以在相同的样本集上研究 SVMR与

SVMC之间的关系 .

　　定理 1
[2 ]　假定分类问题 ( 2)由正则化参数 C求

解 ,最优解为 (k,b ) ,那么 ,存在一个数 a∈ ( 0, 1) ,使

得 X∈ [a, 1) ,若回归问题 ( 3)由正则化参数 ( 1 -

X)C求解 ,则最优解为 ( 1 - X) (k,b) .

2　 SVMR与 SVMC解的关系

　　通常情况下 , SVMC与 SVMR在求解的过程中

使用一个非线性核 K ( xi , yi ) [ 2, 4] .为了表述简单 ,选择

超平面的一个线性表达形式 ,所得的结论可应用到非

线性情况 .

　　注意 ,当在 yi∈ { - 1, 1}上讨论 SVMR问题时 ,

若X≥ 1,k= 0,则Y= 0,Y
*
= 0是对于问题 ( 3)的一

个最优解 .因此 ,限制在 X< 1的条件下讨论 SVMR

与 SVMC的关系 ,得到定理 1的推广形式 .

　　定理 2　假定分类问题 ( 2)由正则化参数 C求

解 ,最优解为 (k,b ) ,那么 ,存在一个数 a∈ ( 0, 1) ,使

得 X∈ [a, 1) .若回归问题 ( 3)由正则化参数 ( 1 -

X) 2- p
C (p≥ 1)求解 ,则最优解为 ( 1 - X) (k,b ) .

　　证明　作变量替换:

　　Zi =
Yi ,当 yi = 1,

Y*i ,当 yi = - 1,
Z*i =

Y
*
i ,当 yi = 1,

Yi ,当 yi = - 1.

结合替换以及 yi ∈ { - 1, 1}产生问题 ( 3)的修正:

　　 min
k,b ,Z,Z*

1
2
 k 2 +

C
p
(∑

l

i= 1
(Zpi + (Z*i ) p ) ) , ( 4)

　　约束条件是

　　 yi (k xi + b)≥ 1 - X- Zi ; yi (k xi + b )≤

1+ X+ Z
*
i ;Zi ,Z

*
i ≥ 0, i = 1, 2,… , l .

进一步 ,在每一个约束条件两边同除以 1 - X,并作变

量替换:

　　k′=
k

1 - X
,b′=

b
1 - X

,e =
Z

1 - X
,e* =

Z*

1 - X
.

得到

　　 min
k′,b′,e,e*

1
2
 k′ 2 +

C ( 1 - X) p - 2

p
(∑

l

i= 1
(epi +

(e*i ) p ) ) . ( 5)

　　约束条件是

　　 yi (k′ xi+ b′)≥ 1- ei; yi (k′ xi+ b′)≤
1+ X
1 - X

+ e
*
i ; ei ,e*i ≥ 0, i = 1, 2,… , l .

　　观察 ( 5)式 ,可假设X→ 1,约束条件的第 2个集

合将自动满足 e
* = 0,在此假定下构作拉格朗日对偶

可以得到:

　　 min
U,V

1
2∑

l

i= 1
(Ui - U

*
i )Dij (Ui - U

*
i ) +

∑
l

i= 1
(Ui + Vi ) (

Ui + Vi
C ( 1 - X) p- 2 )

1
p- 1 - ∑

l

i= 1
Ui -

C ( 1 - X) p- 2

p ∑
l

i= 1

(
Ui + Vi

C ( 1 - X)p - 2 )
p

p- 1 +
1+ X
1 - X∑

l

i= 1

U*i ,

( 6)

　　约束条件是

　　∑
l

i= 1
Ui yi = ∑

l

i= 1
U*i yi ;Vi≥ 0,Ui ,U*i ≥ 0;Ui ,U*i ≤

C ( 1 - X) p - 2 , i = 1, 2,… , l ,

其中 D是对称半正定矩阵 ,其元素 Dij = yiyj xixj .对

所有的X充分接近 1时 ,e*i 将全为零 .事实上 ,当 e=

0,e* = 0时 ,它们是 ( 6)式中损失函数为零时的可行

解 ,如果 e
* 是正的 ,对X充分接近 1时 , ( 6)式的解Ui ,

U*i 也都是正的 .因此 ,假定X充分接近 1,可以从 ( 5)

式中排除 e
*
,从 ( 6)式中排除U

*
,移走这些项后 ,得

到一个与问题 ( 2)的对偶问题本质上一致的优化问

题:

　　 min
U,V

1
2∑

l

i= 1

UiDijUi + ∑
l

i= 1

(Ui +

Vi ) (
Ui + Vi

C ( 1 - X)
p - 2 )

1
p- 1 - ∑

l

i= 1

Ui -

C ( 1 - X)
p- 2

p ∑
l

i= 1
(
Ui + Vi

C ( 1 - X)
p - 2 )

p
p- 1 , ( 7)

　　约束条件是

　　∑
l

i= 1

Ui yi = 0;Vi≥ 0,Ui≥ 0;Ui≤ C ( 1- X) p- 2 , i=

1, 2,… , l .

通过这一对偶形式 ,可恢复稍有修正的 SVMC问题:

　　 min
k,b ,Y

1
2
 k 2+ C ( 1 - X) ( p- 2) (∑

l

i= 1

Ypi ) , ( 8)

　　约束条件是

　　 yi (k xi + b)≥ 1 - Yi ;Yi≥ 0, i = 1, 2,… , l .

因而定理得证 .

　　注　 (Ⅰ )定理 2是对定理 1在非线性损失函数

Lp上的直接推广 ,它包含了 p = 1的线性情况 .

　　 (Ⅱ )对于 p= 2的情况 ,在从 ( 4)式到 ( 5)式的过

程中 , ( 1 - X)这一因子自动消除 ,因此 ( 5)式中的目

标函数简化为
1
2
 k′ 2+

C
p
(∑

l

i= 1

(e2i + (e*i ) 2 ) ) .定理

变为对充分大的X,如果求解问题 ( 2)用正则化参数 C

得到解 (k,b) ,那么 ,同样用正则化参数 C求解问题

( 3)得到解 ( 1 - X) (k,b ) .

　　 (Ⅲ )因 L 1与 L2及相应的 LX损失函数具有独特

之处 (使优化问题较为简单 ) ,通常在实际中应用广
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泛 .但由定理 2可知 ,对于基于更广范围的 Lp与 LX型

的凸损失函数 ,也能将 SVMC问题视为 SVMR问题

的一种特殊情况 .

3　 SVMR与υ-SVMC解的关系

　　g-SVMC是 SVMC的推广 ,所谓 g-SVMC,必须

最小化问题:

　　 min
k,b ,d,Y

i

1
2
 k 2 - gd+

C
p∑

l

i= 1

Ypi , ( 9)

　　约束条件是

　　 yi (k xi + b)≥d- Yi ;Yi≥ 0, i = 1, 2,… , l .

　　特别地 ,在g-SVMC问题中当参数g= 0时 ,d可

取值d= 1[4 ] ,此时g-SVMC问题就是 SVMC问题 .当

取 p = 1,并考虑线性可分情况时 ,有

　　 定理 3
[5 ] 设带有正则化参数 C且 d≥ 1的

g-SVMC问题 ( 9)的解为 (w ,b,d) ,于是存在一个常

数 a ,当 a∈ ( 0, 1) ,使对任意的X∈ (a, 1) ,存在带有

正则化参数为 ( 1 - X)C的 SVMR问题 ( 3)的解为 ( 1

- X) (k,b) .

　　对更一般的非线性损失函数 Lp与 LX( p > 1) ,有

　　 定理 4　 设带有正则化参数 C且 d≥ 1的

g-SVMC问题 ( 9)的解为 (w ,b,d) ,于是存在一个常

数 a ,当 a∈ ( 0, 1) ,使对任意的X∈ (a, 1) ,存在带有

正则化参数为 ( 1 - X) 2- p
C的 SVMR问题 ( 3)的解为

( 1 - X) (k,b) .

　　可采用类似定理 3的证明方法证明定理 4,这里

只给出要证明问题 ( 3)所对应的修正后的 g-SVMC

问题:

　　 min
k,b ,Y

1
2
 k 2 - gd+

C
p
( 1 - X) p- 2∑

l

i= 1
Ypi , ( 10)

　　约束条件是

　　 yi (k xi+ b)≥ 1+ d- Yi ;Yi≥ 0,d≥ 1, i= 1,

2,… , l .

在g-SVMC问题中 ,当g= 0,d= 1时 ,g-SVMC问题

就是 SVMC问题 ,由此可得到

　　推论 1　设带有正则化参数 C且 SVMC问题 ( 2)

的解为 (w ,b) ,于是存在一个常数 a,当 a∈ ( 0, 1) ,使

对任意的X∈ (a, 1) ,存在带有正则化参数为 ( 1 -

X) 2- p
C的 SVMR问题 ( 3)的解为 ( 1 - X) (k,b) .

　　 推论 1恰好是定理 2中所反映出的 SVMR与

SVMC解之间的关系 ,而当 p = 1时即为定理 1.

　　由上述定理可见 ,在 SVM技术中 ,凸损失函数

的不同选择 ,定义了不同结构的学习问题 .但不论损

失函数是线性还是非线性形式 ,对一个给定的

SVMC问题 ,总存在某一个具有特定参数的 SVM R

问题 ,使得两者的解等价 .
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科学家发现调控恐惧记忆的关键因素

　　 5-羟色胺是神经系统内一个非常重要的神经递质 ,广泛参与各种行为和生理过程。一般认为 , 5-羟色胺功

能低下可以导致多种精神类疾病 ,尤其是焦虑、抑郁和创伤后应激综合征等 ,而这些疾病都伴有学习和记忆的

障碍。中国科学院的科学家们利用条件性基因敲除等遗传学手段 ,得到中枢神经系统中的 5-羟色胺神经元缺乏

的小鼠 ,比较分析 5-羟色胺敲除小鼠与正常小鼠在焦虑和恐惧行为学测试中的表现。这种敲除手段不影响神经

系统其他神经元包括表达 5-羟色胺受体的神经元的产生。研究结果发现 , 5-羟色胺敲除小鼠焦虑水平低于对照

小鼠 ,在特定环境给予足部电刺激的恐惧记忆测试中 , 5-羟色胺敲除小鼠的恐惧记忆不仅增强而且长时间保

持 ,而正常小鼠的恐惧记忆在短期内消退。科学家们再进行脑内直接给予 5-羟色胺至小鼠 5-羟色胺敲除小鼠后

的分析测试 ,发现这种增强的恐惧记忆能够像对照小鼠一样消退 ,这进一步说明增强的恐惧记忆是由 5-羟色胺

缺乏引起的。这个研究结果将有助于建立对人类创伤后应激综合征的治疗策略。

(据科学时报 )
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