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摘要:给出连通变换半群导出的变换群保持连通性的充分必要条件 ,证明不可约变换半群导出的变换群不可

约 ,不可约变换半群的自同构群是本原置换群 ,连通变换半群的自同构群是正则置换群 ,连通且不可约的变换

半群的自同构群是一个素数阶的循环群 .
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Abstract: The sufficient and neccesso ry condition of the t ransformation g roup induced by a

t ransformation semigroup maintaining connectivi ty is discussed. It is proved tha t the

t ransformation group induced by an irreducible t ransformation semig roup is i rreducible, that the

automo rphism g roup of an irreducible t ransformation semig roup is a primitive permutation g roup,

that the automorphism g roup of a connected t ransformation semig roup is a regular permutation

group, and that the automo rphism group of a connected and irreducible t ransformation semig roup

is a cyclic g roup with prime o rder.
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　　 20世纪 60年代以来 ,状态机的理论得到迅猛发

展 ,它不仅在计算机科学及相关语言、软件等方面有

重要应用 ,而且对于物理、生物、生物化学等领域也

有重大影响 .状态机与变换半群有着密切的关系 ,一

个状态机决定一个变换半群 ,一个变换半群也同样

决定一个状态机 .关于变换半群自身的性质 ,已经有

比较多的研究 [1～ 5 ] ,但是由变换半群导出的变换群

以及变换半群的自同构群有哪些性质尚未见有报

道 .本文讨论由变换半群导出的变换群的不可约性

和连通性 ,以及变换半群的自同构群的一些性质 .

1　定义

　　定义 1. 1
[ 1]
　一个变换半群是一个二元对 (Q,

S) ,其中 Q是一个有限集 , S是一个有限半群 ,且在

Q上有一个作用 ,也即是满足下列 ( i)和 ( ii )两个条

件的一个偏映射 λ: Q× S→ Q.

　　 ( i)对所有的 q∈ Q; s, s1∈ S,λ(λ(q, s) , s1 ) =

λ(q, ss1 ) .

　　 ( ii)对所有的 q∈ Q ,由λ(q, s ) = λ(q, s1 )可推

出 s = s1 ,其中 s, s1∈ S.

　　对于 q∈ Q, s∈ S,通常记λ(q, s )为 q s或 qs,

那么 ( i)和 ( ii)两个条件变为:

　　 ( i′)对所有的 q∈ Q; s , s1∈ S, (qs )s1 = q(ss1 ) ;

　　 ( ii′)对所有的 q∈ Q ,由 qs = qs1可以推出 s =

s1 ,其中 s, s1∈ S.
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　　在定义 1. 1中 ,若 λ是一个映射 ,则称变换半群

(Q, S)是完全的 ;若 S是一个幺半群并且 S的单位

元 1满足 q∈ Q,q 1= q ,则称 (Q, S )是变换幺

半群 ;进一步 ,如果 S是一个群 ,并且 Q≠ ,则称

(Q, S)是变换群 ;若对任意给定的 q,q1∈ Q, s∈

S ,使得 q1 = qs ,则称 (Q, S)是连通的变换半群 .

　　定义 1. 2[1 ]　设 G是 Q上的一个传递置换群 , Q

的一个子集 P满足|P|≠ 1 ,且 P≠ Q ,若对每个 g

∈ G ,都有 P∩ Pg = P或 P∩ Pg =  ,那么 P叫

做 Q关于 G的一个本原块 .没有本原块的传递置换

群叫做本原置换群 ,有本原块的传递置换群叫做非

本原置换群 .

　　定义 1. 3[1 ]　设 A= (Q, S)是一个变换半群 ,c

= { Hi } i∈ I是 Q的一个划分 , 若对每一个 Hi∈ c, s∈

S , j∈ I ,使得 His Hj ,则称c是 Q的一个容许划

分 ,也称c是 A的容许划分 .

　　定义 1. 4[ 1 ]　设 A= (Q, S ) ,B = ( P , T )是变换

半群 ,若Z: P→ Q是一个满偏映射 ,且对每一个 s∈

S , ts∈ T ,使得对 p∈ P,Z( p )  s Z( p ts ) ,则称

B覆盖 A ,记作 A≤ B ,Z是 A被 B的一个覆盖 , ts

是 s的一个覆盖元 .

　　定义 1. 5
[ 1]
　变换半群 (Q , S)是不可约的 ,如

果|Q|> 1且仅有的容许划分是平凡划分 (也即包

含单个块的单位划分 1Q和划分 {Q} ) .

　　设 A = (Q, S )是一个变换半群 , AutSQ表示 A

的所有自同构的集合 ,这样V: Q→ Q属于 AutSQ当

且仅当V是双射且 q∈ Q, s∈ S,V(qs ) = V(q)  s.

定义 “* ”运算如下:  q ∈ Q,V,V1 ∈ AutSQ,

(V* V1 ) ( q) = V1 (V( q) ) ,那么 AutSQ在“* ”运算下

构成一个群 ,我们称 AutSQ是变换半群 A的自同构

群 .若 AutSQ在 Q上的作用定义为 q∈ Q, s∈ S,

qV= V(q) ,则二元对 A
* = (Q, AutSQ)是一个变换

群 ,我们称 A
* 是由 A导出的变换群 .

　　定义 1. 6
[6 ]
　设 g是有限集合 Q上的一个置换 ,

如果存在 q∈ Q和一个正整数 n ,使得 qg
n = q ,那

么 g
n必然是 Q上的恒等置换 ,则称 g是 Q上的一个

正则置换 ,元素都是正则置换的置换群称为正则置

换群 .

2　主要结论

以下涉及的变换半群都是完全的 .

引理 2. 1　设 A = (Q, G)是一个变换群 ,则 A

是连通的当且仅当 G是作用在 Q上的传递置换群 .

证明　若 A是连通的 ,根据定义 1. 1对任意给

定的 q,q1∈ Q, g∈ G,使得 q1= qg ,因此 qG= {qg|g

∈ G} = Q,即 G作用在 Q上的轨道只有一个 ,故 G

是作用在 Q上的传递置换群 .

反之 ,若 G是作用在 Q上的传递置换群 ,则 q

∈ Q, qG= Q,故对任意的 q1∈ Q, g∈ G,使得 q1=

qg ,因此 A是连通的 .

引理 2. 2[ 1]　设 A = (Q, S)是一个变换半群 ,Γ

= AutSQ ,如果Γ≠ { 1}且c= { Hi }i∈ I是 Q在 Γ下

不同轨道的集合 ,则c是 A的一个容许划分 .

引理 2. 3[ 1 ]　若 A = (Q, S)是一个不可约的变

换半群 ,且 AutSQ≠ { 1} ,则 A
* = (Q, AutSQ)是一

个连通变换群 .

引理 2. 4
[ 1 ]
　若 A = (Q, S)是一个不可约的变

换半群 ,且 AutSQ≠ { 1} ,则 A≤ Zp ,其中 p是一个

素数且|Q|= p .

定理 2. 1　若 A = (Q, S)是一个不可约的变换

半群 , 且 AutSQ≠ { 1} ,则 A
* = (Q, AutSQ)也是不

可约的 .

证明　由引理 2. 3知 A
*

= (Q, AutSQ)是连通

的变换群 ,再由引理 2. 1知 AutSQ是 Q上的一个传

递置换群 .若 A
* 是可约的 ,不妨设 c= { Hi } i∈ I是

A
* 的一个非平凡的容许划分 ,考虑一个 c-块 Hi ,

对于任意的V∈ AutSQ ,则 某个 j∈ I ,使得 HiV 

Hj ,若 Hi∩ HiV≠ ,设 q∈ Hi∩ HiV,则 q∈ Hi

∩ Hj Hi = Hj .因此对任意一个 c-块 Hi ,都有

Hi ∩ HiV= Hi或 Hi ∩ HiV≠ ,所以 { Hi } i∈ I是

置换群 (Q, AutSQ)的一个本原块系统 .设 H1 =

{q1 ,… ,qr }是一个c-块 ,定义 K = {V∈ AutSQ|H1V

= H1} ,则 K≤ AutSQ ,假设 {V1 ,… ,Vn }是 K 在

AutSQ中不同右陪集的固定代表元集 ,则 AutSQ

= ∪
n

j= 1
KVj且 KVj∩ KVl =  , j≠ l. Ht∈ c, t∈ I ,

 q ∈ Ht ,因为 A
*
是连通的 ,由引理 2. 1可

知 V∈ AutSQ,使得 q= q1V且V= kVm ,对某个 m∈

{ 1,… ,n } .因此 q = q1 (kVm ) = (q1k )Vm∈ H1Vm ,继

而 Ht H1Vm .c是 A
*
的容许划分 ,所以 Hj∈ c,

使 H1Vm Hj ,这样就有 Ht Hj ,因此 Ht = Hj ,

故 Ht = H1V.又由于 Vm 是 Q上的一个置换 ,因此

|H1|= |Ht|,而|Q|= ∑
t∈ I

|Ht|,所以|Ht|||Q|.

由引理 2. 4可知|Q|= P是一个素数 ,故|Ht|= 1,

或|Ht|= P ,从而c= 1Q或c= {Q } ,这与c是 Q

上的非平凡容许划分矛盾 .因此 A
* 不可约 .

引理 2. 5　一个连通变换群 A = (Q, G)是本原

的充分必要条件是 A不可约 .
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证明　 ( 1)必要性 . 设 1Q≠c= { Hi } i∈ I是 Q上

的一个容许划分 ,则 Hi∈ c,使|Hi|> 1 .由于 A

= (Q,G)是变换群 ,由定义可知它是完全的 .因此

 g∈ G, Hj ∈ c,使得 Hig Hj .若 Hig∩ Hi

≠ , 则 Hi ∩ Hj≠ , 而c又是上 Q的一个划

分 ,所以 Hi = Hj , 即 Hig ∩ Hi = Hi . 这就是说

 g∈ G ,要么 Hig∩ Hi = Hi ,要么 Hig∩ Hi =

 . 因此 Hi是 Q关于 G的一个本原块 ,而已知 A=

(Q, G)是本原的 ,即 Q关于 G是没有本原块的 ,矛

盾 .故 Hi = Q,c= {Q} , 因此 A是不可约的 .

( 2)充分性 .假设 A是非本原的 ,不妨设 P是 Q

关于 G的一个本原块 ,即|P|> 1且 P Q, P≠ Q,

则 g∈ G ,有 Pg∩ P= P或 Pg∩ P =  . 因为

g是 Q上的一个置换 ,所以 Pg = P或 Pg∩ P =

 . g1 , g2∈ G,若 Pg1∩ Pg2≠ ,则 q1 ,q2∈

P ,使得 q1g1 = q2g2 ,所以 q1g1g2
- 1

= q2∈ P ,因此

Pg1g2
- 1
∈ P, 即 Pg1 = Pg2 , 也即是说 g1 , g2∈

G,有 Pg1∩ Pg2 =  或 Pg1 = Pg2 .由于 A= (Q,

G)是连通变换群 , 由引理 2. 1得 G是 Q上的传递置

换群 ,即 PG= Q,因此 Q= ∪
g∈ G

Pg .令c= {Pg|g∈

G} ,显然c是 Q上的一个容许划分 .又因为 P∈ c,

|P|> 1,且 P≠ Q,所以c是 Q上的一个非平凡的

容许划分 ,这与 A是不可约的矛盾 .故 A是本原的 .

定理 2. 2　如果 A = (Q, S)是不可约的变换半

群 , 且 AutSQ≠ { 1} ,则 AutSQ是 Q上的一个本原

置换群 .

证明　由定理 2. 1、引理 2. 3及引理 2. 5,定理 2. 2

容易得证 .

定理 2. 3　若 A = (Q, S)是连通的变换半群 ,

则 AutSQ是 Q上的正则置换群 .

证明　 = V∈ AutSQ ,若 q0∈ Q及 n∈ N ,

使得 q0Vn = q0 ,显然Vn∈ AutSQ ,对于 q∈ Q ,因为

A是连通的 ,所以 s∈ S,使得 q= q0s .这样 qVn =

Vn (q) = Vn (q0s) = Vn (q0 )  s = (q0Vn )  s = q0s= q,

所以 Vn = 1Q .故 V是 Q上的一个正则置换 .因此

AutSQ是 Q上的正则置换群 .

引理 2. 6[7 ]　 G是 Q上的传递置换群的充分必

要条件是∑
g∈ G

T(g ) = |G|,其中 g∈ G,T( g)表示 g

所固定的 Q中的文字数 .

定理 2. 4　设 A = (Q , S)是连通的变换半群且

AutSQ≠ { 1} ,则 A
* = (Q, AutSQ )是连通的充分必

要条件是|AutSQ|= |Q|.

证明　 ( 1)充分性 .若 |AutSQ|= |Q|= 1 ,则

显然 A
* = (Q, AutSQ)是连通的 . 若 |AutSQ|=

|Q|≠ 1 ,由于 A (Q, S )是连通的变换半群 ,根据定

理 2. 3可知 , AutSQ是正则置换群 .所以 1Q≠V∈

AutsQ, q∈ Q ,都有T(V) = 0 ,又有T( 1Q ) = |Q|,

其中 T(V)表示 V所固定的 Q中的文字数 .所以

∑
V∈ Aut

S
Q

T(V) = |Q|= |AutSQ|,由引理 2. 6知 AutSQ

是 Q上的传递置换群 ,再由引理 2. 1得 A
* = (Q,

AutSQ)是连通变换群 .

( 2)必要性 . 由于 A (Q, S)是连通的且 AutSQ≠

{ 1} ,根据充分性的证明 ,  1Q≠V∈ AutSQ,都有 T

(V) = 0 ,并且 T( 1Q ) = |Q|,又若 A
* = (Q, AutSQ )

是连通的 ,由引理 2. 1得 AutSQ是 Q上的传递置换

群 ,再根据引理 2. 6得|AutSQ|= ∑
V∈ Aut

S
Q
T(V)= T( 1Q )

= |Q|.

定理 2. 5　设 A = (Q, S)是一个连通且不可约

的变换半群 ,若 AutSQ≠ { 1} ,则 AutSQ是一个素数

阶的循环群 .

证明　由于 A (Q, S)是不可约的且 AutSQ≠

{ 1} ,根据引理 2. 3可知 A
* = (Q, AutSQ)是连通的 ,

又由于 A (Q, S ) 是连通的 ,根据定理 2. 4可知

|AutSQ|= |Q|,再根据引理 2. 4得 |Q|是一个素

数 ,所以 AutSQ是一个素数阶的循环群 .
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