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　　 Favaron等 [1 ]首先提出进攻性联盟的概念 ,并确

定连通图中进攻性联盟与强进攻性联盟顶点数的

上、下界 .文献 [2]介绍连通图中不同类型联盟的界 ,

包括防御性联盟顶点数 ,强防御性联盟顶点数 ,全面

进攻性联盟顶点数 ,强对偶联盟顶点数 .但是至今未

见有人研究过关于进攻性联盟顶点数在树图中的

界 .本文主要研究简单连通树图中进攻性联盟的顶

点数 ,全面进攻性联盟的顶点数、强进攻性联盟的顶

点数及全面强进攻性联盟的顶点数的上界 .

1　定义及引理

设 G= (V , E )为简单连通图 ,ν∈ V ,顶点ν的

度记为W(ν) , 其中顶点的最大度用 Δ表示 . 非空子

集 S V ,ν∈ V , N S (ν) = {u∈ S: u～ ν} ,类似地有

N V\ S (ν) = {u ∈ S: u ～ ν} , 同 时 规 定  ( S )

= ∪
ν∈ S

NV \ S (ν) .

定义 1
[3 ]
　设 G是连通图 ,那么以 G的所有生

成树为顶点集 ,并且两顶点之间有边相连时 ,当且仅

当 G中的两棵对应的生成树 T 1 , T2 ,满足 T2 = T1

- e+ f (其中 e∈ T1 , f∈ T2 )的图称为 G的树图 ,

记作 T (G) = ( VT , ET ) , f(G)表示生成树的数目 .

定义 2
[4 ]　 设图 G= ( V ,E ) ,其中子集 I V .

称 I为控制集 ,当且仅当 ν∈ V ,|N [ν]∩ I|≥ 1 ,

也就是说 ,图中任意顶点或者属于 I ,或者与之相临

的点属于 I . 图 G中所有的控制集中含顶点数目最

小者称图的控制数 ,记为V(G) .

定义 3
[ 5 ]　设图 G= (V , E ) ,其中非空子集 S

 V. S称为进攻性联盟当且仅当  ν∈  ( S) ,

|N S (ν)|≥ |N V\ S (ν)|+ 1. 若满足  ν∈  ( S) ,

|N S (ν)|≥ |NV \ S (ν)|+ 2或者满足  ν∈  ( S) ,

2|N S (ν)|≥W(ν) + 2,则称 S为强进攻性联盟 ;若

满足 ν∈ V \ S,|N S (ν)|≥|N V\ S (ν)|+ 1,则称 S
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为全面进攻性联盟 ;若满足  ν∈ V \ S,|N S (ν)|≥

|NV \ S (ν)|+ 2,则称 S为全面强进攻性联盟 .

记 T0 (G) 为非空进攻性联盟最小顶点数 ;

T
^
0 (G)为非空强进攻性联盟最小顶点数 ; V0 (G)为

非空全面进攻性联盟最小顶点数 ; V
^

0 (G)为非空全

面强进攻性联盟最小顶点数 .

　　证明　设 T (G) = (VT , ET ) , ST VT ,其中 ST

为最大独立集 ,其独立数设为 T( T (G) ) .由全面进
攻性联盟定义可以知道 νT∈ ST ,|N S

T
(νT )|= 0,

|NV
T
\ S

T
(νT )|≥ 1, 从而有 νT ∈ ST ,|NV

T
\ S

T
(νT )|

≥|N S
T
(νT )|+ 1. 因此 ,在树图中 VT \ ST为全面进

攻性联盟 ,则又有

V0 ( T (G) ) + T( T (G) )≤f(G) . ( 1)

若 |VT \ ST| = 1 , 则 T (G) = K 1,f( G) - 1 ,

V0 ( T (G) ) = 1 .若|VT \ ST|≠ 1 ,令 VT \ ST = X ∪

Y ,其中设顶点集 X与 Y之间的边割集最大 .

设 |X|≤|Y|,那么 νT ∈ Y ,|N S
T
(νT )|≥ 1,

|NX (νT )|≥|N Y (νT )|. 因此 , νT ∈ Y ,|NW (νT )|

= |N X (νT )|+ |N S
T
(νT )|≥|N Y (νT )|+ 1. 从而 W

= X ∪ ST为树图中全面进攻性联盟 ,并使得νT ∈

Y ,|NW (νT )|≥ |N Y (νT )|+ 1. 可以得出 |X|≤

|Y|,|X|+ |Y|+ T( T (G) )≤f(G) ,V0 ( T (G) ) =

|W|= |ST∪ X|= |X|+ |ST|, 2|X|+ T( T (G) )
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