
收稿日期: 2008-01-28

修稿日期: 2008-05-27

作者简介:谭尚旺 ( 1965-) ,男 ,教授 ,主要从事图论研究。

* 国家自然科学基金项目 ( 10871204)资助。

广西科学 Guangxi Sciences 2008, 15( 4): 352～ 356, 360

一定条件下图的拉普拉斯矩阵的谱半径*

The Spectral Radius of Laplacian Matrices of Graphs

within Certain Limits

谭尚旺1 ,张德龙2

TAN Shang-wang
1 , ZHANG De-long

2

( 1.中国石油大学数学系 ,山东东营　 257061; 2.广西工学院信息与计算科学系 ,广西柳州　

545006)

( 1. Department of Mathematics, China University of Pet roleum, Dongying , Shandong , 257061,

China; 2. Department of Information and Computing Science, Guangxi Institue of Technolog y,

Liuzhou, Guangxi, 545006, China)

摘要:研究给定阶、边独立数和圈数的类树图的拉普拉斯矩阵谱半径的精确上界 ,确定达到上界的所有的图 ,

从而推广树、单圈图和双圈图拉普拉斯矩阵谱半径的结论 .
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Abstract: The sharp upper bound of spect ral radius of Laplacian matrices of qusi-tree graphs with

giv en o rder, edge independence number and cycle number w as given, and all g raphs

corresponding the sharp upper bounds was deriv ed. These results g enerali ze many ones about the

spect ral radius of Laplacian matrices of t rees, unicyclic and bicyclic g raphs.
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　　拉普拉斯矩阵在研究图的复杂性、连通性和生

物化学等问题中有重要的作用 [1 ] .目前 ,一些特殊图

类的拉普拉斯谱半径已经得到研究 [2～ 6] .本文研究

给定阶、边独立数和圈数的图的拉普拉斯谱半径的

上界并且确定达到上界的所有图 ,从而推广了树、单

圈图和双圈图拉普拉斯谱半径的结论 [2～ 5 ] .本文只

讨论简单的连通图 .

1　预备知识及引理

对图 G= (V (G) , E (G) ) ,令d(G)表示 G的拉

普拉斯谱半径 , dG (v )表示顶点 v在 G中的度 , NG

(v )表示 v在 G中的邻接点集 , G≌ H表示 G和 H

同构 .

　　任两个圈都至多有一个公共顶点 (即没有公共

边 )的简单连通图称为类树图 .令 U ( n, i , r )表示阶

为 n、边独立数为 i并且圈数为 r的类树图的集合 ,

U
*
n, i, r和 D (r )两个极图如图 1所示 .

图 1　极图 U*
n, i , r和 D( r)

Fig. 1　 Tw o ex treme g raphs

( a)U*
n, i , r ; ( b)D( r ) .

　　引理 1. 1[1 ]　令图 G的顶点集为 { v1 , v2 ,… ,

vn } , dG ( v1 )≥ dG (v2 )≥… ≥ dG (vn ) ,则 ( i ) d(G)≤n,

并且等式成立 ,当且仅当 G的补图不连通 ; ( ii ) d

(G)≤ dG (v1 )+ dG (v2 ) ; ( iii )d(G)≥dG (v1 )+ 1,并且

等式成立 ,当且仅当 dG (v1 )= n- 1.

令 Uj (p ,q,k , l , s , t ) ,Fm (p ,q, s , t )是图 2显示的 6
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个图 ( j= 1, 2, 3, 4; m= 1, 2) ,图 F3 ( p ,q, s, t )是在 U4

( p,q, 0, 0, s , t )的包含 u而不包含 v的一个 3圈的一

个 2度顶点上增加一个悬挂边后得到的图 .下面总设

Uj ( p,q,k , l , s, t ) , Fm (p ,q, s , t )∈ U (n, i , r )并且简记

Uj ( p, q,k , l , s, t )为 Uj .

图 2　 6个特殊图

Fig. 2　 Six specia l g raphs

　 　 ( a)U1 ( p, q, k , l, s, t ); ( b)U2 ( p , q,k , l , s, t) ; ( c)U3 ( p, q,

k , l ,s, t) ; ( d)U4 ( p ,q, k , l , s, t ); ( e)F1 ( p , q,s, t) ; ( f )F2 ( p , q,s,

t ) .

　　引理 1. 2
[ 5]

　令 G∈ U (n, i , 0) ,u和 v是 G的两

个任意顶点 ,则 ( i )dG (u)+ dG (v )≤n- i+ 2,特别是

当 uv∈/E (G)时 , dG (u)+ dG (v )≤n- i+ 1; ( ii )如果

dG (u)+ dG (v )= n- i+ 2,则 uv∈ E (G) ,并且存在整

数 k, l , s , t ,使得 G≌U1 ( 0, 0,k , l , s , t ) .

引理 1. 3　如果 uv是图 G的悬挂边 ,则存在包

含 uv的 G的最大匹配 .

证明　令 M是 G的一个最大匹配 ,并且不妨

设 uv∈/M .如果与 uv邻接的每个边都不在 M中 ,则

M∪ {uv }是 G的匹配 ,这与 M是最大匹配矛盾 .因

此 ,存在与 uv邻接的某个边 e ,使得 e∈ M .从而 (M

- {e} )∪ {uv }是包含 uv的 G的一个最大匹配 .

引理 1. 4　令 G∈ U (n, i , 1) ,u和 v是 G的唯一

圈 C上的两个顶点并且满足 dG (u)+ dG (v )= n- i+

3,则存在 G的一个最大匹配 M和 C上仅关联 u和

v之一的边 e
-,使得 e

-∈/M .

证明　如果 uv∈/E (G) ,则在 C上关联于 u的两

个边中存在一个边不关联 v ,记该边为 e,则 G- e∈

U(n, i , 0) ,并且

dG- e (u )+ dG- e (v )= dG(u )+ dG (v ) - 1=

n- i+ 2.

由引理 1. 2( ii )知 , uv∈ E (G- e ) ,从而 uv∈ E

(G) ,矛盾 .结合 G是单圈图知 ,uv是圈 C上的边 .

令 l表示 C的长度 ,并且 N G (u )= {u1 ,u2 ,… ,

up , v } , N G ( v ) = {v1 ,v2 ,… , vq , u} , J 1= {u1 , u2 ,… ,

up } , J 2= {v1 ,v2 ,… ,vq} .显然 , p+ q= dG (u)+ dG (v )

- 2= n- i+ 1.以下分两种情形证明 .

情形 1　 设 J1∪ J 2中存在度为 1的顶点 .

设 dG (u1 )= 1,u2是 u在 C上的另一个邻接顶点

(除 v外 ) .由引理 1. 3知 ,存在 G的一个最大匹配

M ,使得 u1u∈ M ,从而 u2u∈/M .

情形 2　设 J 1∪ J 2中每个顶点的度至少是 2.

假设 l≥ 4.如果 J1∩ J2≠ ,设 u1= v1 ,则 uvv1u

是 G的唯一圈 ,这与假设 l≥ 4矛盾 .因此 , J 1∩ J2=

 .因为 J 1中每个顶点的度至少是 2, G是单圈图 ,

边 uv在 C上并且 l≥ 4,所以存在不属于 J 1∪ {u,v }

的两两不同的顶点 x 1 ,x 2 ,… ,x p ,使得 ujx j∈ E (G) ( j

= 1, 2,… , p ) .同理 ,存在不属于 J2∪ {u,v }的两两

不同的顶点 y1 , y2 ,… , yq ,使得 vm ym∈ E (G) (m= 1,

2,… ,q) . 令

J 3= { x1 ,x 2 ,… , xp } , J 4= { y1 , y2 ,… , yq } .

由于 G是单圈图并且 uv在 C上 ,于是 Jk (k=

1, 2, 3, 4)中的所有顶点都相互不邻接并且|(J 1∪

J 3 )∩ ( J2∪ J 4 )|≤ 1.由 J 3和 J 4的取法知 , J1∩ J 3=

 ,J 2∩ J 4=  ,于是

n≥|(J 1∪ J 3 )∪ (J 2∪ J 4 )|+ |{u,v }|=

|( J 1∪ J 3 )|+ |(J 2∪ J 4 )|-|(J 1∪ J 3 )∩

( J2∪ J 4 )|+ 2≥ 2p+ 2q+ 1= 2n- 2i+ 3,

即 n≤ 2i- 3,这与 n≥ 2i矛盾 .综上知 l= 3.令 C=

uvwu,则对 G的任意最大匹配 M ,都有 wu∈/M 或

wv∈/M .引理 1. 4证明完毕 .

引理 1. 5　令 G∈ U (n, i , r ) ,u和 v是 G的两个

任意顶点 ,则

( i)dG (u)+ dG (v )≤n- i+ r+ 2, ( 1)

特别是当 uv∈/E (G)时 ,有

dG (u)+ dG (v )≤n- i+ r+ 1; ( 2)

　　 ( ii)如果 dG (u)+ dG (v )= n- i+ r+ 2,则 uv∈ E

(G)并且存在整数 p, q,k , l , s , t和 j ( j= 1, 2, 3, 4) ,

使 G≌Uj ( p, q,k , l , s , t ) ;

( iii)如果 dG (u )+ dG (v )= n ,则存在整数 p ,q, s,

t ,使 G同构于某个 Uj (p ,q, 0, 0, s , t ) ( j= 1, 2, 3, 4) ,

或 G同构于 U4 ( p ,q, 1, 0, s, t ) ,或 G同构于某个 F j

( p, q, s , t ) ( j= 1, 2, 3) .

证明　 ( i )对 r≥ 0,应用数学归纳法 ,证明不等

式 ( 1)和不等式 ( 2)成立 .
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当 r= 0时 ,G是阶为 n并且边独立数为 i的树 ,

即 G∈ U (n, i , 0) .由引理 1. 2( i)知 ,这时不等式 ( 1)

和不等式 ( 2)成立 .

假设不等式 ( 1)和不等式 ( 2)对 r成立 .令 G∈ U

(n, i , r+ 1) ,u和 v是 G的两个任意顶点 .由于 G至

少包含一个圈 ,记其中一个为 C ,则存在 C上的一个

边 e ,使得 G- e∈ U (n, i , r ) .由归纳假设得

dG- e (u )+ dG- e (v )≤n- i+ r+ 2; ( 3)

特别是当 uv∈/E(G- e)时 ,

dG- e (u )+ dG- e (v )≤n- i+ r+ 1. ( 4)

如果 e与 u或 v不关联 ,则由不等式 ( 3)得

dG (u)+ dG (v )≤dG- e (u)+ dG- e (v )+ 1≤n- i+

(r+ 1)+ 2.

如果 e与 u和 v 都关联 ,即 uv∈ E (G) ,则 e

uv∈/E (G- e) .由不等式 ( 4)得

dG (u)+ dG (v )= dG- e (u)+ dG- e (v )+ 2≤n- i+

(r+ 1)+ 2.

可见不等式 ( 1)成立 .

令 uv∈/E(G) ,则 uv∈/E (G- e ) .由于 e与 u或 v

不关联 ,于是由不等式 ( 4)得

dG (u)+ dG (v )≤dG- e (u)+ dG- e (v )+ 1≤n- i+

(r+ 1)+ 1.

可见不等式 ( 2)成立 .

( ii)对 r≥ 0,应用数学归纳法证明 .

当 r= 0时 , G∈ U (n, i , 0)并且 dG (u)+ dG (v )= n

- i+ 2.于是由引理 1. 2( ii)知 ,uv∈ E (G) ,并且存在

整数 k , l , s , t ,使 G≌U1 ( 0, 0,k , l , s, t ) ,即结论对 r=

0成立 .

假设结论对 r成立 .令 G∈ U (n, i , r+ 1) , u和 v

是 G的两个顶点并且满足 dG(u )+ dG (v )= n- i+ (r

+ 1)+ 2.

如果存在 G的一个圈 C ,使 u和 v都不在 C上 ,

则存在 C上的一个边 e,使 u和 v在 G中都不关联 e

并且 G- e∈ U (n, i , r ) .于是得

dG- e (u )+ dG- e (v )= dG (u)+ dG (v )= n- i+ r+

3> n- i+ r+ 2,

这与 ( 1)式矛盾 . 因此 G的每个圈都包含 u或 v .

如果 G有一个圈 C ,它只包含 u和 v之一 ,设 C

只包含 u,则显然存在 G的一个最大匹配 M ,使 C

上关联 u的两个边至少有一个不在 M中 .

如果 G的每个圈都包含 u和 v ,则由 G的任两

个圈至多有一个公共顶点知 ,G是单圈图 ,即 G∈ U

( n, i , 1)并且 dG (u )+ dG ( v )= n- i+ 3.于是由引理

1. 3知 ,存在 G的一个最大匹配 M ,使 C上仅关联 u

和 v之一的某个边 e不在 M中 .

由此可知 ,总存在 G的一个最大匹配 M、一个

圈 C和 C上仅关联 u和 v之一的边 e ,使 e∈/M . 这

表明存在 G的一个边 e ,使 G- e∈ U (n, i , r )并且

dG- e (u)+ dG- e (v )= dG (u )+ dG (v ) - 1= n- i+

r+ 2.

因此 ,由归纳假设知 uv∈ E (G- e ) ,并且存在整数

p,q,k , l , s , t和 j ( j= 1, 2, 3, 4) ,使 G- e≌Uj (p ,q,k ,

l , s , t ) .假设 e关联于 u.如果 G- e同构于 U1 ( p, q,

k , l , s, t ) ,则 G= (G- e )+ e同构于 U1 (p+ 1, q,k-

1, l , s , t ) , U2 ( p ,q,k , l- 1, s, t ) ,U3 (p ,q, k, l- 1, s , t )

或 U4 ( p, q,k , l , s, t - 1)之一 .如果 G- e同构于 Uj

( p ,q,k , l , s , t ) ( j= 2, 3, 4) ,则由 G的任两个圈无公

共边知 ,G= (G- e )+ e同构于 Uj (p+ 1, q,k- 1, l ,

s , t ) .可见 ( ii )的结论得证 .

( iii )|NG ( u )∪ NG ( v )|+ |NG ( u )∩ NG (v )|=

|NG (u)|+ |N G (v )|= dG (u )+ dG (v ) = n.既然 G的

任两个圈都没有公共边 ,于是|NG (u)∩ NG (v )|≤ 2.

特别是当 u不邻接于 v时 ,|NG (u )∪ N G (v )|≤n-

2.以下分 3种情形证明 .

情形 1　假设|NG ( u)∩ NG (v )|= 2.此时 ,|NG

(u )∪ NG (v )|= n- 2.

设 NG (u )∩ N G (v )= {x , y } ,则 uxvyu是 G的一

个 4圈 .由于 G的任两个圈都没有公共边 ,于是 uv∈/

E(G) ,x y∈/E (G) , NG (u )和 N G (v )的顶点导出子图

的每个分支都是孤立点或边 ,N G (u ) - { x , y }与 NG

(v ) - { x , y }的顶点之间没有边连接 ,并且由|NG (u )

∪ NG (v )|= n- 2知 , G- {u,v ,x , y }的每个点一定仅

邻接 u或 v之一 .因此 ,存在整数 p, q, s, t ,使 G≌ F1

( p, q, s , t ) .

情形 2　假设|NG ( u)∩ NG (v )|= 1.此时 ,|NG

(u )∪ NG (v )|= n- 1.

如果 uv∈/E ( G) ,则 n≥ |NG ( u )∪ NG ( v )|+

|{u ,v }|= n+ 1,矛盾 .因此 ,uv∈ E(G) .令 N G (u)∩

N G (v )= { x } ,则 uvxu是 G的一个 3圈 .由|NG (u )∪

N G (v )|= n- 1知 ,存在 G的唯一点 w ,使 w∈/NG (u )

∪ NG (v ) .既然 G的任两个圈都无公共边 ,于是 NG

( u)和 NG (v )的顶点导出子图的每个分支都是孤立

点或边 ,在 N G (u) - {v , x }与 NG (v ) - {u , x }的顶点

之间没有边连接 .如果 w邻接于 x ,则存在整数 p,

q, s , t ,使 G≌U3 ( p, q, 0, 0, s , t ) ;如果 w邻接于 NG

(u) - { x }中的一个点 ,则存在整数 p, q, s , t ,使 G≌

U4 ( p, q, 1, 0, s , t ) ,或 G≌F3 (p ,q, s , t ) ;如果 w邻接

于 N G (u) - {x }中的两个点 ,则存在整数 p ,q, s , t ,使
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G≌ F2 (p ,q, s, t ) .

情形 3　假设|N G (u )∩ N G (v )|= 0.此时 ,|NG

(u)∪ NG (v )|= n.

类似情形 2的讨论知 ,uv∈ E (G) .由于 G的任两

个圈都没有公共边 ,于是 NG (u )和 NG ( v )的顶点导

出子图的每个分支都是孤立点或边 ,在 N G (u) - {v }

与 NG (v ) - {u }的顶点之间至多有一个边连接 ,并且

由|NG (u )∪ NG (v )|= n知 , G的每个顶点一定仅邻

接 u或 v之一 .如果在 N G (u) - {v }和 NG (v ) - {u }

的顶点之间没有边连接 ,则存在整数 p ,q, s , t ,使 G

≌U1 ( p, q, 0, 0, s, t ) ;如果在 NG (u ) - {v }和 NG ( v )

- {u }的顶点之间有一个边连接 ,则存在整数 p ,q,

s , t ,使 G≌U2 (p ,q, 0, 0, s, t ) .引理 1. 5证明完毕 .

令 a= 2p+ k+ s ,b= 2q+ l+ t ,c= (λ- 1) (λ-

2) ,d= (a+ b) ( c- 1)+ (k+ l ) ,e= [a( c- 1)+ k ] [b

(c- 1)+ l ].对 j= 1, 2, 3, 4,计算得到 Uj 的拉普拉

斯矩阵特征多项式

 (Uj ,λ) = λ(λ
2 - 4λ+ 3) p+ q (λ- 1)s+ t- 2 ( c-

1)k+ l- 2
f j ( p, q,k , l , s , t ) .

f 1 ( p, q, k, l , s , t ) = c (c- 1) 2 (λ- 1) - d (c-

1) (λ- 1) 2+ eλ.

f 2 ( p , q, k , l , s , t ) = c
2
( c- 1)

2
(λ- 4) - dc ( c-

1) (c-λ)+ eλ(λ- 1) (λ- 3) .

f 3 ( p, q, k , l , s , t )= (c- 1)
2
(λ- 1)

3
(λ- 3) (λ-

4)+ eλ(λ
2
- 4λ+ 2) - d (λ- 1) ( c- 1) (λ

3
- 6λ

2
+

9λ- 3) .

f 4 ( p, q, k , l , s , t )= (c- 1) (λ- 1)2 (λ- 3) [ (c-

1) (λ- 3)- d ]+ eλ(λ- 2) .

　　既然 U
*
n, i, r≌U1 (r , 0, i- r- 1, 0,n- 2i , 0) ,于是

 (U
*
n, i, r , λ) = λ(λ- 3 )

r
(λ- 1)

n - 2i+ r
( c -

1)i- r- 2
g (λ) ,

g (λ) = λ3 - (n - i+ r+ 4)λ2+ ( 3n - 3i+ 3r+

4)λ- n.

　　引理 1. 6　令 i≥ 3并且 a≥b.如果整数 j ,m和 h

满足 0≤ j≤q, 0≤m≤ l , 0≤h≤ t ,并且 2j+ m+ h≠ 0,

那么

d(Uz (p ,q,k , l , s , t ) ) <d(Uz ( p+ j , q- j ,k+ m ,

l - m , s+ h , t- h ) ) , z= 1, 2, 3, 4.

证明　令 _ = 2j+ m+ h,则 _≥ 1.对 z= 1, 2, 3,

4,计算得

f z ( p, q, k , l , s, t ) - f z ( p+ j , q- j ,k+ m , l - m ,

s+ h , t- h )= Δz [ (c- 1)_+ m ] [ (a- b+ _ ) (c- 1)+

m+ k- l ] ,

其中 ,Δ1= λ,Δ2= λ(λ- 1) (λ- 3) ,Δ3= λ(λ
2 - 4λ

+ 2) ,Δ4= λ(λ- 2) .在 U1 (p+ j , q- j ,k+ m , l - m , s

+ h , t- h)中 ,u的度是 a+ _+ 1. 由 i≥ 3知 ,a≥ 1.于

是由引理 1. 1( iii)得 d(U1 ( p+ j , q- j ,k+ m , l - m , s

+ h , t- h ) )≥a+ _+ 2≥ 4.因此 ,当λ≥d(U1 (p+ j ,q

- j ,k+ m , l- m , s+ h , t- h ) )时 ,

c= (λ- 1) (λ- 2)≥ (a+ _+ 1) (a+ _ )≥ 2(b+ _

+ 1)≥ 2( l+ _+ 1) ,

这表明 (a- b+ _ ) (c- 1)+ m+ k- l≥ c- 1+ m+ k-

l≥ 2_+ 1> 0.因此 ,当λ≥d(U1 ( p+ j ,q- j ,k+ m ,

l- m , s+ h, t- h) )时 ,

f 1 (p ,q,k , l , s, t ) - f 1 ( p+ j , q- j ,k+ m , l- m ,

s+ h, t- h )> 0,

这表明对满足 0≤ j≤q, 0≤m≤ l , 0≤h≤ t , 2j+ m+

h≠ 0的整数 j ,m和 h ,当 λ≥d(U1 ( p+ j , q- j , k+

m , l- m , s+ h, t- h ) )时 ,都有

 (U1 (p ,q,k , l , s , t ) )>  (U1 ( p+ j ,q- j ,k+

m , l- m , s+ h, t- h ) ) .

因此 ,对满足 0≤ j≤ q, 0≤m≤ l , 0≤h≤ t , 2j+

m+ h≠ 0的整数 j ,m和 h ,总有

d(U1 (p ,q,k , l , s , t ) ) <d(U1 (p+ j ,q- j , k+ m ,

l- m , s+ h, t- h) ) .

类似方法可以证明其它 3个结论 .引理 1. 6证明

完毕 .

引理 1. 7　如果 i≥ 3并且 Uj≌/U
*
n , i, r ,则d(Uj ) <

d(U
*
n , i, r ) , j= 1, 2, 3, 4.

证明　不失一般性 ,假设 a≥b.由于 U
*
n, i,r的最

大度为 n- i+ r ,于是由引理 1. 1( iii)得 d(U*
n, i,r )≥n

- i+ r+ 1≥ i+ r+ 1.

( i)研究 U1 (p ,q,k , l , s , t ) .此时 , p+ q= r .

如果 st= 0,则 k+ l= i- r- 1, s+ t= n- 2i ,U1 (p

+ q, 0,k+ l , 0, s+ t , 0)≌U
*
n , i, r . 由于 U1 ( p ,q,k , l , s,

t )≌/U
*
n, i,r ,于是 2q+ l+ t≠ 0.由引理 1. 6得

d(U1 ( p ,q, k , l , s, t ) ) <d(U1 ( p+ q, 0,k+ l , 0,

s+ t , 0) )= d(U
*
n, i,r ) .

如果 st≠ 0,则 k+ l= i- r- 2, s+ t= n- 2i+ 2,

U1 (p+ q, 0,k+ l , 0, s+ t- 1, 1)≌U
*
n, i,r . 由于 U1 ( p,

q,k , l , s , t )≌/U
*
n, i,r ,于是 2q+ l+ t≥ 2. 由引理 1. 6得

d(U1 ( p ,q, k , l , s, t ) ) <d(U1 ( p+ q, 0,k+ l , 0,

s+ t- 1, 1) )= d(U*
n , i ,r ) .

( ii )研究 Uj ( p ,q, k, l , s, t ) , j= 2, 3.此时 , p+ q

= r- 1.以下分两种情形讨论 .

情形 1　假设 st= 0.此时 ,k+ l= i- r - 1, s+ t=

n- 2i.一方面 ,由引理 1. 6得

d(Uj ( p , q, k , l , s , t ) )≤d(Uj ( p+ q, 0, k+ l , 0,
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s+ t , 0) )= d(Uj (r- 1, 0, i- r - 1, 0,n- 2i , 0) ) .

另一方面 ,计算得

 (Uj (r- 1, 0, i- r- 1, 0,n- 2i , 0) ) -

 (U
*
n , i, r )=

λ(λ- 1)n- 2i+ r- 2
hj 1

(λ- 3)
- r+ 1

(c- 1)
- i+ r+ 2 .

h21= (λ2- 3λ+ 1) [ (n- i+ r- 3)λ(λ- 3)+ (λ-

1) (λ- 4)+ (n- 4) ].

h31= λ(λ- 2) [ (n- i+ r- 3)λ(λ- 3)+ (n- 4) ].

　　由于 r≥ 1并且 n≥ 2i≥ 6,于是当 λ≥d(U*
n , i ,r )

时 ,容易证明 hj1 (λ)> 0.因此 ,得

d(Uj ( r- 1, 0, i- r- 1, 0,n- 2i , 0) ) <d(U
*
n, i,r ) .

　　由上面两方面的讨论知 ,当 st= 0时 ,d(Uj (p ,q,

k , l , s , t ) ) <d(U
*
n , i, r ) , j= 2, 3.

情形 2　假设 st≠ 0. 此时 , k+ l= i- r- 2, s+ t

= n- 2i+ 2.

一方面 ,由引理 1. 6得

d(Uj ( p ,q,k, l , s , t ) )≤d(Uj ( p+ q, 0,k+ l , 0, s+

t- 1, 1) )= d(Uj (r- 1, 0, i- r- 1, 0,n- 2i+ 1, 1) ) .

另一方面 ,计算得

 (Uj (r- 1, 0, i- r- 2, 0,n- 2i+ 1, 1) ) -

 (U*
n , i, r )=

λ(λ- 1)
n- 2i+ r- 1

hj 2

(λ- 3) - r+ 1 (c- 1) - i+ r+ 2 .

h22= (λ- 1) (λ- 3) [ (n - i+ r- 3)λ- 2]+ (n-

6) (λ- 1) .

h32= λ[ (n- i+ r- 4)λ(λ- 3)+ 2(λ- 4)+ (n-

1) ] .

　　由于 r≥ 1并且 n≥ 2i≥ 6,于是当 λ≥d(U*
n , i ,r )

时 ,容易证明 hj2 (λ)> 0.因此 ,得

d(Uj ( r - 1, 0, i - r - 2, 0, n - 2i+ 1, 1) ) <

d(U
*
n, i,r ) .

　　由上面两方面的讨论知 ,当 st≠ 0时 ,d(Uj (p ,q,

k , l , s , t ) ) <d(U
*
n , i, r ) , j= 2, 3.

( iii)研究 U4 ( p ,q, k, l , s , t ) .此时 , p+ q= r- 1.

如果 s+ t≠ 0,则

　　k+ l= i- r- 1, s+ t= n- 2i+ 1,U4 ( p+ q, 0,k+

l , 0, s+ t , 0)≌U
*
n, i,r .

由于 U4 (p ,q,k , l , s, t )≌/ U
*
n , i ,r ,于是 2q+ l+ t≠

0.由引理 1. 6得

d(U4 ( p, q,k , l , s , t ) ) <d(U4 ( p+ q, 0, k+ l , 0,

s+ t , 0) )= d(U
*
n , i, r ) .

如果 s+ t= 0,则 k+ l= i- r ,n= 2i+ 1.一方面 ,

由引理 1. 6得

d(U4 (p ,q,k , l , s, t ) )≤d(U4 (p+ q, 0,k+ l , 0, 0,

0) )= d(U4 (r- 1, 0, i- r , 0, 0, 0) ) .

另一方面 ,计算得

 (U4 (r - 1, 0, i- r , 0, 0, 0) ) - (U
*
2i+ 1, i, r )=

λ
2
(λ- 3)

r
(λ- 1)

r- 1
(c- 1)

i- r- 2
Δ,

其中 Δ= ( i+ r - 1)λ(λ- 3) + 2 ( i - 1) .当 λ≥

d(U
*
2i+ 1, i, r )时 ,显然 Δ> 0.因此 ,得

d(U4 (r- 1, 0, i- r , 0, 0, 0) ) <d(U
*
2i+ 1, i,r ) .

　　由上面两方面的讨论知 ,d(U4 (p ,q,k , l , s , t ) ) <

d(U
*
n , i, r ) .引理 1. 7证明完毕 .

引理 1. 8[6 ]　 如果 r≥ i≥ 1并且 G∈ U (n , i , r ) ,

则 i= r , n= 2r+ 1, G的每个圈的长度都是 3并且 G

的每个边都在圈上 .

2　主要结果

定理 2. 1　令 i≥ max { 3, r+ 1} ,G∈ U (n, i , r ) ,

则 d(G)≤ (U
*
n, i,r ) ,并且等式成立 ,当且仅当 G≌

U
*
n, i, r ,其中d(U

*
n , i, r )是方程

　　λ
3
- (n- i+ r+ 4)λ

2
+ ( 3n- 3i+ 3r+ 4)λ- n= 0

( 5)

的最大根 .

证明　令 G的顶点集为 { v1 , v2 ,… , vn } , dG ( v1 )

≥ dG (v2 )≥…≥ dG (vn ) .显然 ,d(U*
n , i, r )是 g (λ)= 0,

即 ( 5)式的最大根 .假设 G≌/U*
n, i,r ,d(G)≥d(U*

n , i, r ) .

首先设 i> r+ 1.由于 U
*
n , i, r的最大度是 n- i+ r

< n- 1,于是由引理 1. 1( iii )得 d(U*
n, i,r )> n- i+ r+

1.从而由引理 1. 1( ii )和引理 1. 5( i)得 dG (v1 )+ dG

( v2 )= n- i+ r+ 2.再由引理 1. 5( ii)知 ,存在整数 p,

q, k , l , s, t和 j ( j= 1, 2, 3, 4) ,使 G≌Uj ( p ,q, k, l , s,

t ) .于是由 d(G)≥d(U
*
n, i,r )和引理 1. 6知 , G≌U

*
n , i, r .

这与 G≌/U
*
n, i,r矛盾 .

其次设 i= r+ 1.由于 U
*
n , i, r的最大度是 n- i+ r

= n- 1,于是由引理 1. 1( iii ) ( i)和d(G)≥ d(U
*
n , i, r )

知 ,d(G)= d(U
*
n, i,r )= n并且 G的补图不连通 .由引

理 1. 1( ii )和引理 1. 5( i )知 ,dG (v1 )+ dG (v2 )= n+ 1或

dG (v1 )+ dG ( v2 ) = n.从而由引理 1. 5( ii )或引理 1. 5

( iii)知 ,存在整数 p, q, k, l , s , t和 j ( j= 1, 2, 3, 4) ,使

G≌ Uj (p ,q,k , l , s , t ) ;或存在整数 p, q, s, t和 j ( j=

1, 2, 3) ,使 G≌ Fj ( p, q, s , t ) . 显然 , Fj (p ,q, s , t )的补

图连通 ,并且由 G≌/U
*
n , i, r ,Uj ( p,q,k , l , s , t )的补图也

连通 ,即 G的补图连通 .这与 G的补图不连通矛盾 .

定理 2. 1证明完毕 .

(下转第 360页 Continue on page 360)

356 Guangxi Sciences, Vo l. 15 No. 4, November 2008



　　

x′( t )= - ( 8+ cos 2 t ) x ( t )+

　　∫
t

-∞
e
- 12( t- s ) |cos t|( 1

8
x (s ) - 1)ds+

　　∫
t

-∞
e
- 16( t- s )

sin tx′(s )ds , t≠ kc(k∈ Z) ,

Δx ( t )=
- 1

2( 1+ 8k ) 4
x ( t ) , t= kπ.

( 13)

容易验证定理 1的条件对方程 ( 13)都满足 ,从而方程

( 13)存在概周期解 .
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　　在定理 2. 1中取 r= 0, 1,就能得到文献 [5 ]的主

要结论 .另外 ,从 ( 5)式容易发现d(U
*
n , i ,r )关于 r是

严格单调递增并且关于 i是严格单调递减的 ,因此 ,

容易得到文献 [3, 4 ]关于谱半径最大值的结论 .

定理 2. 2　令 r≥ i≥ 1, G∈ U (n, i , r ) ,则d(G)

≤ 2r+ 1,并且等式成立 ,当且仅当 G≌D (r ) .

证明　显然 ,结论对 r= 1成立 .下面假设 r≥ 2.

对每个 G∈ U (n , i , r ) ,由引理 1. 1( i)和引理 1. 8得 d

(G)≤ 2r+ 1.

令 G∈ U (n, i , r )并且d(G)= 2r+ 1.由引理 1. 1

( i)知 , G的补图不连通 .令 u1u2… us是 G的一个最

长路 ,则 s≥ 3.假设 s≥ 4.由引理 1. 8知 ,u1u2和 usus- 1

都在长为 3的圈上 .令 u1u2vu1和 usus- 1wus分别是包

含 u1u2和 us- 1us的圈 .由于 G的任两个圈都无公共

边 ,于是在 G中 , u1和 v都不邻接 V (G) - {u1 , u2 , v }

中的顶点 ,而 us和 w都不邻接 V (G) - {us- 1 , us , w }

中的顶点 .于是在 G的补图中 ,u1和 v都邻接 V (G)

- {u1 , u2 , v }中的每个顶点 ;而 us和 w都邻接 V (G)

- {us- 1 ,us , w}中的每个顶点 .这表明 G的补图是连

通的 ,矛盾 .因此 , s= 3,即 G的最长路的长度为 2.假

设存在一个顶点 u,它不与 u2邻接 .如果 u与 u1邻

接 ,则由 u与 u2 ,u3都不邻接知 ,uu1u2u3是 G的长为 3

的路 ,矛盾 .如果 u与 u1不邻接 ,记 u2v1… vtu ( t≥ 1)

为 u2到 u的最长路 ,则 u1u2v1… vtu是长度至少为 3

的路 ,矛盾 .由此表明 , u2邻接 G的所有顶点 .既然 G

的每个边都在长度为 3的圈上并且 G的任两个圈没

有公共边 ,于是 G≌D (r ) .显然 , D (r )的补图不连

通 ,由引理 1. 1( i)和引理 1. 8知 ,d(D( r ) )= 2r+ 1.定

理 2. 2证明完毕 .
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