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摘要:利用压缩映射不动点定理 ,研究一类中立型脉冲积分微分方程的概周期解 ,给出该方程存在概周期解的

一组充分条件 .
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Abstract: With respect to the almost periodic solutions to a class of neutral impulsiv e

integrodifferential equations, a study is made on thei r existence by means of the contraction

mapping principle. Sufficient conditions are given to the almost periodic solutions of these

equations for ensuring their existence under some assumptions.
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　　近年来 ,微分方程周期解的研究引起了学者们

的极大关注 .文献 [1]构造了适当的 Lyapunov泛函 ,

得到方程

x′( t ) = a ( t )x ( t )+∫
t

-∞C ( t , s )x (s ) ds+ f ( t ) ( 1)

周期解存在的充分条件 .文献 [2 ]运用不动点定理 ,

在较弱的条件下得到方程 ( 1)周期解的存在唯一性 .

文献 [3, 4 ]研究中立型标量 Volterra积分微分方程

x′( t ) = a ( t )x ( t )+∫
t

-∞C ( t , s )x (s ) ds+

∫
t

-∞ D( t , s )x′(s ) ds+ f ( t ) ( 2)

周期解的存在唯一性问题 .文献 [5 ]将文献 [4 ]中的

问题推广到 n维情形 ,即考虑方程

x′( t )= A ( t ) x ( t )+∫
t

-∞C ( t , s ) x (s ) ds+

∫
t

-∞ D( t , s )x′(s ) ds+ b( t ) ( 3)

的周期解 .本文考虑中立型概周期脉冲方程

x′( t )= A( t )x ( t )+∫
t

-∞
C ( t , s) f (x (s ) ) ds+

　　∫
t

-∞
D ( t , s ) x′(s )ds ,　 t≠ tk , tk < tk+ 1 ,

Δx ( t )= Bkx ( t )+ Ik ( x ( t ) ) ,　 t= tk

( 4)

概周期解的存在性 .其中 x∈ R
n , A ( t ) = (aij ( t ) )n×n ,

C ( t , s ) , D ( t , s )均为 n×n函数矩阵 , f , Ik均是向量

函数 ,Bk 是矩阵 ,Δx ( t ) = x ( t+ ) - x ( t- ) , x ( t )= x

( t- ) , Ik Rn→ Rn .在适当的假设条件下 ,建立了脉冲

方程 ( 4)概周期解的存在性定理 .因为周期函数是概

周期函数的特例 ,那么即使在脉冲效应消失的情况

下 ,我们也推广了相关的已知结果 .

1　预备知识

假设 B表示所有严格递增序列 {tk }构成的集

合 , B= {tk: tk < tk+ 1 , lim
k→±∞

tk= ±∞ }. PC ( R, R
n
)表示

所有分段连续函数构成的集合 .

定义 1
[6 ]
　函数 h( t )∈ PC ( R, R

n
)是概周期的 ,

如果下述条件成立:
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( i)序列 {tk }∈ B是一致概周期的 ,即对任意给

定的X> 0,存在 q∈ Z,使得|tk+ q - tk|<X.

( ii)对任意给定的X> 0,存在W> 0使得如果 t′,

t″属于h( t )的同一个连续区间 ,且满足|t′- t″|<W,

则|h( t′) -h( t″)|<X.

( iii )对任意给定的X> 0,存在一个相对紧集 Q,

使得f∈ Q, 就有|h( t+ f) -h( t )|<X,其中 t∈ R且

满足|t- tk|> X.

考虑方程

x′( t )= A ( t ) x ( t ) ,　 t≠ tk ,　tk < tk+ 1 ,

Δx ( t )= Bkx ( t ) ,　 t= tk ,
( 5)

　　
x′( t )= A ( t ) x ( t )+ p ( t ) ,　 t≠ tk ,　 tk < tk+ 1 ,

Δx ( t )= Bkx ( t )+ Vk ,　 t= tk .

( 6)

其中 A( t )为 n×n概周期矩阵函数 , p( t )为概周期向

量 , Bk是 n×n概周期常数矩阵 ,即对任意给定的 X

> 0,存在自然数 q使得 Bk+ q - Bk <X,并且行列式

|E+ Bk|≠ 0.Vk也是概周期的 ,即对上述X> 0,存在

相同自然数 q使得 Vk+ q -Vk <X.

　　如果 Uk ( t , s )表示系统 x′( t )= A ( t ) x ( t ) , tk- 1 < t

≤ tk的柯西矩阵 ,那么方程 ( 5)的柯西矩阵
[7 ]
为

　　W ( t , s )=

Uk ( t , s ) , tk- 1 < s≤ t≤tk ,

Uk+ 1 ( t , t+k ) ( E+ Bk )Uk ( t , s ) , tk- 1 < s≤ tk < t≤ tk+ 1 ,

Uk+ 1 ( t , t+k ) ( E+ Bk )Uk ( tk , t+k )… ( E+ Bi )Ui ( ti , s ) ,

　 ti- 1 < s≤ ti < t≤ t
k+ 1 .

( 7)

而且方程 ( 5)的解可以表示为 x ( t; t 0 , x 0 ) =

W ( t , s )x 0 .

引理 1
[ 6]　假设 W ( t , s )是脉冲概周期系统 ( 5)

的柯西矩阵 , p ( t ) ,Vk均是概周期向量 , A ( t )为概周

期矩阵函数 , Bk 是概周期常数矩阵且行列式

|E+ Bk|≠ 0,则方程 ( 6)存在惟一的概周期解 ,并且

可以表示为

x ( t )=∫
∞

-∞W ( t , s ) p (s ) ds+ ∑
∞

k=∞
W ( t , tk

+ )Vk .

( 8)

引理 2　假设 X ( t )是方程 ( 5)的基本解矩阵 ,

_ ( A( t ) )表示矩阵 A( t )的测度 ,则有

 X ( t )X
- 1
(s ) ≤ exp(∫

t

s_ ( A (f) )df) , t≥s. ( 9)

证明　注意到矩阵测度的一个等价定义:

_ ( A( t ) )= max
j
{ Re(ajj ( t ) )+ ∑

i≠ j
|aij ( t )|} ,再由文献

[3]中引理 3. 1,可以得出引理 2成立 .

引理 3
[ 8 ]
　对方程 ( 5)的柯西矩阵 W ( t , s ) ,如果

存在正数T,U使得

 W ( t , s ) ≤Ue-T(t- s ) , t≥ s ,

则对任意X> 0, 当 t≥ s,|t - tk|> X,|s- tk|> X时 ,

对f∈ Q,存在正常数Γ使得

 W ( t+ f, s+ f) - W ( t , s) ≤XΓe
-
T
2
(t- s) .

2　主要结果

给出条件:

(Ⅰ ) A ( t )是概周期的 ,即 A ( t+ f) - A ( t ) <X,

_ ( A ( t ) )表示矩阵 A ( t )的测度且有 _ ( A ( t ) )≤a ( t )

≤- K < 0,其中 a( t )是概周期函数 ,_ ( A )=

lim
h→ 0+

 E+ h A - 1
h

( E为与矩阵 A同维的单位矩阵 ) .

(Ⅱ )矩阵 Bk是概周期的 ,即 Bk+ q- Bk <X, 其

中 q是某个自然数 ,并且行列式|E+ Bk|≠ 0,这里 E

是单位矩阵 .

(Ⅲ )C ( t , s ) , D ( t , s )是概周期的 ,即 C ( t+ f, s+

f)- C ( t , s ) <X, D ( t+ f, s+ f)- D ( t , s ) <X, 对任

意 t∈ R有∫
t

-∞ C ( t , s ) ds≤m1 <+ ∞ ,∫
t

-∞ D ( t ,

s ) ds≤m2 <+ ∞ .

(Ⅳ ) f (x )满足 Lipschitz条件 ,即存在常数 L 1 ,

使得对 R
n
上任意两点 x1和 x 2都有 f (x 1 ) - f (x 2 ) 

< L1 x 1- x 2 且 f ( 0)= 0.

(Ⅴ )常数 K> L1 ,并且有 a( t )+ K (∫
t

-∞ C ( t ,

s ) ds+∫
t

-∞ D ( t , s ) ds )≤ 0. 这里 a ( t )满足条件

(Ⅰ ) .

(Ⅵ )函数 Ik ( x )是概周期的 ,即对任意的 X> 0

存在 q∈ Z,使得 Ik+ q ( x ) - Ik (x ) <X,同时对 R
n
上

任意两点 x 1和 x2 ,存在 L 2> 0使得 Ik (x 1 ) - Ik ( x2 ) 

< L2 x1 - x 2 . 其中常数 L 2满足
L1

K
+

L 2

1- e
- Kθ < 1,θ

= inf
k∈ Z

{tk+ 1- tk tk∈ B }.

定理 1　假设条件 (Ⅰ )～ (Ⅵ )成立 ,则方程 ( 4)

存在概周期解 .

证明　由脉冲方程理论 ,脉冲点函数的左极限

存在 .假设 x ( tk )= x ( tk
- ) ,一般来说 ,在脉冲点函数

的导数是不存在的 ,但是其左极限存在 .为方便起

见 ,也记 x′( tk )= x′( tk
-
) .类似于文献 [8 ],用 D表示

所有属于 PC的概周期函数 u ( t ) , (u ( t )的导数也是

概周期函数 ,在脉冲点 tk 处成立 u( tk ) = u ( tk - ) , u′

( tk )= u′( tk
-
) ) 所构成的集合 ,其范数定义为 u =

 u 0+  u 1 ,其中  u 0 = supt∈ R|u ( t )|, u 1 =
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supt∈ R|u′( t )|,且 u < R0 .这里 R0是某个正常数 (可

以取到充分大 ) .在 D中定义算子 T为

Tu ( t )=∫
t

-∞ W ( t , s ) [∫
s

-∞C (s ,e) f (u (e) ) de+

∫
s

-∞ D(s ,e)u′(e) de]ds+ ∑
t
k
< t

W ( t , t
+
k ) Ik (u ( tk ) ) ,

则对任意的 u∈ D,并注意到条件 (Ⅵ ) ,有

　　 Tu =  ∫
t

-∞W ( t , s) (∫
s

-∞C (s ,

e) f (u (e) ) de+∫
s

-∞ D (s ,e)u′(e) de) ds+

∑
t
k
< t
W ( t , t

+
k ) Ik (u( tk ) ) ≤

∫
t

-∞ exp(∫
t

sa(r ) dr ) (∫
s

-∞ C (s ,e)  

 f (u (e) ) de+∫
s

-∞ D (s ,e)   u 1de) ds+

∑
t
k
< t
exp(∫

t

t+
k a (r ) dr ) Ik (u( tk ) ) ≤

L1∫
t

-∞ exp(∫
t

sa(r ) dr ) (∫
s

-∞ C (s ,e) de+

∫
s

-∞ D (s ,e) de) u ds+

∑
t
k
< t
exp(∫

t

t
+
k a (r ) dr ) Ik (u( tk ) ) ≤

L1∫
t

-∞ exp(∫
t

sa(r ) dr ) ( -
a(s )
K

) u ds+

L2

1- e
- Kθ u = (

L1

K
+

L2

1- e
- Kθ u < R0 . ( 10)

对 u∈ D,f∈ Q,又有

 Tu ( t+ f) - Tu( t ) = sup
t∈ R
 ∫

t+ f

-∞W ( t+ f, s ) 

(∫
s

-∞C (s ,e) f (u(e) de+∫
s

-∞D (s ,e)u′(e) de) ds+

∑
t
k
< t+ f

W ( t+ f, t
+
k ) Ik (u( tk ) ) -∫

t

-∞W ( t , s ) 

(∫
s

-∞C (s ,e) f (u(e) )de-∫
s

-∞D (s ,e)u′(e) de) ds-

∑
t
k
< t
W ( t , t

+
k ) Ik (u( tk ) ) = sup

t∈ R
 ∫

t

-∞W ( t+ f, s+ f) 

(∫
s

-∞C (s+ f,e+ f) f (u (e+ f) ) de+∫
s

-∞D (s+ f,e+

f)u′(e+ f) de) ds+ ∑
t
k
< t
W ( t+ f, t

+
k+ q ) Ik+ q (u( tk+ q ) )-

∫
t

-∞W ( t , s ) (∫
s

-∞C (s ,e) f (u (e) ) de-

∫
s

-∞ D(s ,e)u′(e) de)ds-∑
t
k
< t

W ( t ,

t
+
k ) Ik (u ( tk ) ) ≤ sup

t∈ R
{∫

t

-∞ W ( t+ f, s+ f) -

W ( t , s ) (∫
s

-∞ C (s+ f,e+ f) f (u (e+ f) ) de+

∫
s

-∞ D (s+ f,e+ f)u′(e+ f) de) ds+

∫
t

-∞ W ( t , s) ∫
s

-∞ C (s+ f,e+ f) - C (s ,e)  

 f (u(e+ f) ) deds+∫
t

-∞ W ( t , s ) ∫
s

-∞ D (s+

f,e+ f)- D (s ,e)   u′(e+ f) deds+

∫
t

-∞ W ( t , s) ∫
s

-∞ C (s ,e)   f (u(e+ f) ) -

f (u(e) ) deds+∫
t

-∞ W ( t , s ) ∫
s

-∞ D (s ,

e)   u′(e+ f)- u′(e) deds+

∑
t
k
< t
 W ( t+ f, t+k+ q ) - W ( t , t+k )  

 Ik+ q (u( tk+ q ) ) + ∑
t
k
< t
 W ( t , t

+
k )  

 Ik+ q (u( tk+ q ) ) - Ik (u ( tk ) ) } <XM . ( 11)

其中正常数 M= (Γ+
1
K
) (L 1+ 1) R0+

m1L1+ m2

K
+

L2Γ+ 1

1- e
- Kθ.由于X是充分小正数 ,故 XM仍然是任意小

正数 ,因此 , T (D ) D. 又因为对任意 u,v∈ D ,有

 Tu- Tv =  ∫
t

-∞W ( t , s ) (∫
s

-∞C (s,

e) [f (u(e)- f (v (e) ) ]de+∫
s

-∞D (s ,e) [u′(e) -

v′(e) ]de) ds+ ∑
t
k
< t
W ( t , t

+
k ) [ Ik (u ( tk ) ) -

Ik (v ( tk ) ) ] ≤∫
t

-∞ exp(∫
t

sa(r )dr ) (∫
s

-∞ C (s,

e)   f (u (e) ) - f (v (e) ) de+

∫
t

-∞ D (s ,e)   u- v 1de) ds+

∑
t
k
< t
exp(∫

t

t+
k a(r ) dr ) Ik (u ( tk ) ) - Ik (v ( tk ) ) ≤

L 1∫
t

-∞ exp(∫
t

sa(r ) dr ) (∫
s

-∞ C (s ,e) +

∫
s

-∞ D (s ,e) ) de u- v ds+

∑
t
k
< t
exp(∫

t

t+
k a(r ) dr ) Ik (u ( tk ) ) - Ik (v ( tk ) ) ≤

L 1∫
t

-∞ exp(∫
t

sa(r ) dr ) ( -
a (s)
K

) u- v ds+

L 2

1- e
- Kθ u - v = (

L1

K
+

L2

1- e
- Kθ) u- v . ( 12)

由条件 (Ⅵ )知道 T是 D上的压缩映射 ,从而方程

( 4)在 D中存在概周期解 .

考虑概周期脉冲方程
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x′( t )= - ( 8+ cos 2 t ) x ( t )+

　　∫
t

-∞
e
- 12( t- s ) |cos t|( 1

8
x (s ) - 1)ds+

　　∫
t

-∞
e
- 16( t- s )

sin tx′(s )ds , t≠ kc(k∈ Z) ,

Δx ( t )=
- 1

2( 1+ 8k ) 4
x ( t ) , t= kπ.

( 13)

容易验证定理 1的条件对方程 ( 13)都满足 ,从而方程

( 13)存在概周期解 .
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　　在定理 2. 1中取 r= 0, 1,就能得到文献 [5 ]的主

要结论 .另外 ,从 ( 5)式容易发现d(U
*
n , i ,r )关于 r是

严格单调递增并且关于 i是严格单调递减的 ,因此 ,

容易得到文献 [3, 4 ]关于谱半径最大值的结论 .

定理 2. 2　令 r≥ i≥ 1, G∈ U (n, i , r ) ,则d(G)

≤ 2r+ 1,并且等式成立 ,当且仅当 G≌D (r ) .

证明　显然 ,结论对 r= 1成立 .下面假设 r≥ 2.

对每个 G∈ U (n , i , r ) ,由引理 1. 1( i)和引理 1. 8得 d

(G)≤ 2r+ 1.

令 G∈ U (n, i , r )并且d(G)= 2r+ 1.由引理 1. 1

( i)知 , G的补图不连通 .令 u1u2… us是 G的一个最

长路 ,则 s≥ 3.假设 s≥ 4.由引理 1. 8知 ,u1u2和 usus- 1

都在长为 3的圈上 .令 u1u2vu1和 usus- 1wus分别是包

含 u1u2和 us- 1us的圈 .由于 G的任两个圈都无公共

边 ,于是在 G中 , u1和 v都不邻接 V (G) - {u1 , u2 , v }

中的顶点 ,而 us和 w都不邻接 V (G) - {us- 1 , us , w }

中的顶点 .于是在 G的补图中 ,u1和 v都邻接 V (G)

- {u1 , u2 , v }中的每个顶点 ;而 us和 w都邻接 V (G)

- {us- 1 ,us , w}中的每个顶点 .这表明 G的补图是连

通的 ,矛盾 .因此 , s= 3,即 G的最长路的长度为 2.假

设存在一个顶点 u,它不与 u2邻接 .如果 u与 u1邻

接 ,则由 u与 u2 ,u3都不邻接知 ,uu1u2u3是 G的长为 3

的路 ,矛盾 .如果 u与 u1不邻接 ,记 u2v1… vtu ( t≥ 1)

为 u2到 u的最长路 ,则 u1u2v1… vtu是长度至少为 3

的路 ,矛盾 .由此表明 , u2邻接 G的所有顶点 .既然 G

的每个边都在长度为 3的圈上并且 G的任两个圈没

有公共边 ,于是 G≌D (r ) .显然 , D (r )的补图不连

通 ,由引理 1. 1( i)和引理 1. 8知 ,d(D( r ) )= 2r+ 1.定

理 2. 2证明完毕 .

参考文献:

[1 ]　 Mer ris R. Laplacian matrices of g raphs; A surver y [ J].

Linea r Alg ebra Appl, 1994, 197& 198: 143-176.

[ 2]　张晓东 ,李炯生 .树的 Laplace矩阵的最大和次大特征

值 [ J].中国科学技术大学学报 , 1998, 25( 5): 513-518.

[ 3]　郭曙光 .单圈图的 Laplacian矩阵的最大特征值 [ J].高

校应用数学学报 ( A ) , 2001, 16( 2): 131-135.

[ 4]　邓汉元 ,徐立新 .双圈图的 Laplace谱半径 [ J].湖南师

范大学学报 , 2002, 25( 1): 1-3.

[ 5 ]　谭尚旺 ,张德龙 .给定阶与边独立数的树和单圈图的

Laplacian矩阵的最大特征值 [ J ].应用数学 , 2003, 16

( 3): 167-174.

[6 ]　谭尚旺 .两类图的谱半径 [ J].石油大学学报 , 2004, 28

( 2): 129-133.

(责任编辑: 韦廷宗 )　　

360 Guangxi Sciences, Vo l. 15 No. 4, November 2008


