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二元积分和不等式中未知函数估计式的证明*
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摘要:利用数学归纳法和不等式技巧证明一个已知的积分和不等式中未知函数的估计式成立 .
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Abstract: The estimation of unknown function in a class of integ ro-sum inequalities has been

proved by inductive approach and methodolog y of inequalities.
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　　尽管多数脉冲微分方程无法求出精确解 ,但是

我们可以利用积分不等式技巧对解的模进行估计 .

模的估计可以证实微分方程解的存在性、有界性、唯

一性和稳定性等
[1～ 3 ]

. 为了进一步研究积分和不等

式中未知函数的估计 ,受到文献 [1～ 4 ]的启发 ,本文

对文献 [2 ]中给出的一个积分和不等式中未知函数

的估计进行详细地证明 .

1　未知函数的估计式

令 K= ∪ k, j≥ 1Kkj = { ( t , x ): t ∈ [tk- 1 , tk ) , x ∈

[x j- 1 ,x j ) } , k= 1, 2,… , j = 1, 2,… } ,G= { ( ti , xi ) ,

i = 1, 2,… }.

命题 1
[2 ]

　假设非负函数 u( t ,x )在K\G内连

续 ,在点集G上 u ( ti - 0,xi - 0)≠ u ( ti+ 0,xi+ 0) ,

并且满足积分和不等式

u ( t , x )≤ a ( t ,x ) +∫
t

t
0
∫

x

x
0

b(F, s )u (F, s) dFds+

∑
( t
0
, x
0
) < (t

i
, x

i
) < ( t, x )

Uiu
m
( ti - 0, xi - 0) , ( 1)

其中 0 < m < 1, t0≥ 0,x 0≥ 0,a( t , x )是K上的正

函数 ,Ui都是非负常数 ,b( t , x )≥ 0还满足条件: b( t ,

x ) = 0, ( t , x )∈ Kij , i≠ j , i , j = 1, 2,… , limi→∞ ti

= ∞ , limi→∞ xi = ∞ , ( ti , xi ) < ( ti+ 1 , xi+ 1 )指的是 ti

< ti+ 1 ,xi < xi+ 1 .那么积分和不等式中的未知函数

u( t ,x )有估计式

u( t ,x )≤ a
~( t , x ) ∏

(t
0
, x

0
) < (t

i
, x

i
) < ( t, x )

( 1+ Uia
m- 1 ( ti , xi ) ) exp(∫

t

t
0
∫

x

x
0

b(F, s ) dFds ) , ( 2)

其中 ,a~( t ,x ) = maxt
0
<F < t ,x

0
< s <x a(F, s ) .

2　估计式的证明

由 a
~( t , x )的定义 ,可以得出 a

~ ( t , x ) ≥ a ( t ,x ) ,

并且知道 a
~ ( t ,x )关于每个变量都是单调的 ,即

 p < P, q < Q a
~( p, q) ≤ a

~( P ,Q) .

定理 1　u( t ,x ) ≤ a
~ ( t ,x ) ∏

( t
0
, x
0
) < ( t

i
, x

i
) < ( t, x)

( 1 +

Uia
m- 1 ( ti , xi ) ) exp(∫

t

t
0
∫

x

x
0

b(F, s )dFds ) ,

其中 ,a~( t ,x ) = maxt
0
<F < t ,x

0
< s <x a(F, s ) .

证明　用归纳法证明 .如果 ( t , x )∈ K11 ,那么

积分和不等式 ( 1)变成

u( t ,x )≤ a( t , x ) +∫
t

t
0
∫

x

x
0

b (F, s )u(F, s ) dFds.

进一步有
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　　u ( t , x )≤ a
~( t ,x ) + ∫

t

t
0
∫

x

x
0

b (F, s)u (F, s )dFds.

( 3)

令 H1 ( t ,x ) = a
~ ( t ,x ) + ∫

t

t
0
∫

x

x
0

b (F, s)u (F, s )dFds ,

则可以看出 H1 ( t ,x )关于每个变量都是单调的 ,并

且 ( 3)式等价于 u ( t , x )≤ H1 ( t ,x ) .用微分法消去

积分号内的未知函数 ,那么有

 
 t

H1 ( t , x )

H1 ( t , x ) ≤

 
 t

a
~ ( t , x )

a~ ( t , x ) +
1

H1 ( t ,x )∫
x

x
0

b ( t ,

s )u ( t , s ) ds≤

 
 t

a
~ ( t ,x )

a
~ ( t ,x )

+
1

H1 ( t , x )∫
x

x
0

b( t , s ) H1 ( t ,

s ) ds≤

 
 t

a
~( t , x )

a
~( t , x )

+ ∫
x

x
0

b( t , s )ds. ( 4)

不等式 ( 4)两边从 t0到 t积分得到

　　 lnH1 ( t , x )≤ lna~ ( t ,x ) +∫
t

t
0
∫

x

x
0

b (F, s )dFds.

( 5)

由 ( 5)式推出

u ( t , x )≤ a~( t ,x ) exp(∫
t

t0
∫

x

x 0

b(F, s ) dFds ) . ( 6)

如果 ( t , x )∈ Ki1∪ K1j , i , j = 2, 3,… ,积分和不等式

( 1)变成

u ( t , x )≤ a( t ,x ) + ∫
t
1

t
0
∫

x

x
0

b (F, s)u (F, s )dFds ,

或

u ( t , x )≤ a( t ,x ) + ∫
t

t
0
∫

x
1

x
0

b (F, s)u (F, s )dFds ,

用类似的证明方法 ,可以得到形如 ( 2)式的估计 .

如果 ( t ,x ) ∈ K22 ,则积分和不等式 ( 1)变成

u ( t , x )≤ a( t ,x ) + ∫
t

t
0
∫

x

x
0

b (F, s)  

u (F, s ) dFds+ U1u
m ( t1 - 0,x 1 - 0) ≤ a

~( t ,x ) +

U1a
~m ( t1 , x1 ) exp(∫

t1

t
0
∫

x 1

x
0

b(F, s ) dFd s ) +

∫
t
1

t
0
∫

x
1

x
0

b(F, s )a~(F, s ) exp(∫
F

t
0
∫

s

x
0

b(a,Z) dadZ)dFds+

∫
t

t
1
∫

x

x
1

b(F, s )u (F, s) dFds.

再利用 ( 6)式 ,可以得到形如 ( 5)式的估计

u ( t , x )≤ (a~ ( t ,x ) + U1a
~m ( t1 ,x 1 )  

exp(∫
t 1

t
0
∫

x1

x
0

b (F, s) dFds ) +∫
t1

t
0
∫

x 1

x
0

b(F, s )×

a~ (F, s) exp(∫
F

t 0
∫

s

x0

b(a,Z) dadZ)dFds )  

exp(∫
t

t
1
∫

x

x
1

b (F, s) dFds )≤ a
~ ( t ,x ) ( 1+

U1a
~m- 1

( t1 ,x 1 ) exp(∫
t

t
0
∫

x

x
0

b (F, s) dFds ) . ( 7)

如果 ( t ,x )∈ Ki2 , i = 3, 4… ,再利用 ( 7)式及积分和

不等式 ( 1)得到

u( t ,x )≤ a
~( t , x ) + U1a

~m ( t1 , x1 )  

exp(∫
t
1

t
0
∫

x
1

x
0

b(F, s ) dFds ) + ∫
t
1

t
0
∫

x
1

x
0

b (F, s)a~ (F, s)  

exp(∫
F

t
0
∫

s

x
0

b(a,Z) dadZ)dFds+

∫
t
2

t
1
∫

x

x
1

b (F, s )a~ (F, s) ( 1+ U1a
~m- 1

( t1 ,x 1 ) )  

exp(∫
F

t
0
∫

s

x
0

b(a,Z) dadZ)dFds≤ a
~( t ,x ) ( 1+

U1a
~m- 1 ( t1 ,x 1 ) ) exp(∫

t
2

t
0
∫

x

x
0

b(F, s )dFds ) =

a
~( t , x ) ( 1+ U1a

~m- 1 ( t1 ,x 1 ) ) exp(∫
t

t
0
∫

x

x
0

b(F, s ) dFds ) .

如果 ( t ,x )∈ K2j , j = 3, 4… ,又利用 ( 7)式及积分和

不等式 ( 1)得到

u( t ,x )≤ a
~( t , x ) + U1a

~m ( t1 , x1 )  

exp(∫
t
1

t
0
∫

x
1

x
0

b(F, s ) dFds ) + ∫
t
1

t
0
∫

x
1

x
0

b (F, s)a~ (F, s)  

exp(∫
F

t
0
∫

s

x
0

b(a,Z) dadZ)dFds+∫
t

t
1
∫

x
2

x
1

b(F,

s )a~ (F, s ) ( 1+ U1a
~m- 1 ( t1 ,x 1 ) ) exp(∫

F

t
0
∫

s

x
0

b(a,

Z) dadZ)dFds≤ a
~( t ,x ) ( 1+ U1a

~m- 1 ( t1 , x1 ) )  

exp(∫
t

t
0
∫

x
2

x
0

b(F, s ) dFds ) = a
~( t , x ) ( 1+

U1a
~m- 1 ( t1 ,x 1 ) ) exp(∫

t

t
0
∫

x

x
0

b(F, s )dFds ) .

综上所述当 ( t ,x )∈ Kik∪ Kkj ,k= 1, 2, i , j = 1, 2,…

时 ,估计式 ( 2)成立 .

假设 ( t , x )∈ Kik ∪ Kkj ,k > 2, i , j = 3, 4…则积

分和不等式 ( 1)中未知函数有估计式

u( t ,x )≤ a
~( t , x )∏

k- 1

i= 1
( 1+ Uia

m- 1
( ti ,xi ) )  

exp(∫
t

t
0
∫

x

x
0

b(F, s ) dFds ) . ( 8)

当 ( t , x )∈ Ki( k+ 1) ∪ K(k+ 1) j ,k > 2, i , j = 3, 4…

时 ,由积分和不等式 ( 1)推出

u( t ,x )≤ a
~( t , x ) +∫

t
1

t
0
∫

x
1

x
0

b(F, s )u(F,

s )dFds+∫
t
2

t
1
∫

x
2

x
1

b(F, s )u (F, s) dFd s+ … +

∫
tk

t
k- 1
∫

xk

x
k- 1

b(F, s )u(F, s ) dFds+ ∫
t

t
k
∫

x

x
k

b(F,

s )u(F, s ) dFd s+ ∑
k

i= 1
Ui u

m ( ti - 0, xi - 0) . ( 9)
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uik≠ 0,先关于 k用数学归纳法证明不等式

∑
u
i1

∧ …∧ u
ik

≠ 0
hi1… hik ai1… aik≥

n!
(n- k )! nk

 

(∑
N

i= 1
aihi )

k
. ( 1)

若 k= 2, 1≤ j≤N ,由引理 2. 1,有

∑
N

i= 1
aihi = ∑

u
j
∧ u

i
≠ 0
hiai + ∑

u
j
∧ u

i
= 0
hiai ≤

n
n- 1

 

∑
u
j
∧ u

i
≠ 0
hiai ,

( ∑
N

i= 1
aihi )

2 = ∑
N

i= 1
∑
N

j= 1
aiajhihj ≤ n

n- 1
 

∑
u
j
∧ u

i
≠ 0
aiajhih j ,

故当 k= 2时 , ( 1)式成立 .当 2≤ k= m < n时 , ( 1)式

成立 ,由引理 2. 1,有

(∑
N

i= 1
aihi )m+ 1≤

(n- m )! nm

n!
∑
N

i= 1
aihi 

∑
u
i1

∧ …∧ u
im

≠ 0
hi

1
… hi

m
ai
1
… ai

m
=
(n- m )! nm

n!
 

∑
uj∧ ui

1
∧ …∧ ui

m
≠ 0

h jhi1… him ajai1… aim+

∑
u
j
∧ u

i1
∧ …∧ u

im
= 0, u

i 1
∧ …∧ u

im
≠ 0

hjhi
1

… hi
m
ajai

1
… ai

m
≤

(n- m )! nm

n!
( 1+

m
n- m

) ∑
u
j
∧ u

i1
∧ …∧ u

im
≠ 0

h jhi
1
… hi

m
ajai

1
…

ai
m
≤
(n- m- 1)! nm+ 1

n!
 

∑
u
j
∧ u

i1
∧ …∧ u

im
≠ 0

hjhi1… himajai1… aim ,

即当 k= m+ 1时 , ( 1)式成立 .在 ( 1)式中设 k= n即

可以得出引理结论 .又由引理 2. 1,可以知道等式成

立当且仅当 P为平行多面体 .

定理 2. 1　若 P为 R
n中的关于原点对称的凸

多面体 ,则 U (P ) ≥
(n! )

1
n

n
V (P ) , 等式成立当且仅

当 P为平行多面体 .

证明　由引理 2. 2,有

U ( P) =
1
n
n ∑
u
i1

∧ …∧ u
in

≠ 0
hi1… hinai1… ain

1
n

≥

n!
n
n
 n

n ∑
N

i= 1
aihi

n

1
n

=
(n! )

1
n

n
V (P ) ,

等号成立当且仅当 P为平行多面体 .
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把 ( 8)式代入 ( 9)式中 ,考虑到 ( 1+ Uja
m- 1 ( tj ,x j ) )m

≤ ( 1+ Uja
m- 1 ( tj , xj ) )则可以推出

u ( t , x )≤ a
~( t ,x ) + a

~( t , x ) [exp(∫
t
1

t
0
∫

x
1

x
0

b(F,

s ) dFds ) - 1 ]+ a
~ ( t ,x ) ( 1+ U1a

m- 1
( t1 ,

x1 ) ) [exp(∫
t
2

t
0
∫

x
2

x
0

b (F, s )dFds ) - exp(∫
t
1

t
0
∫

x
1

x
0

b (F,

s ) dFds ) ]+ … + a
~ ( t , x )∏

k- 1

i= 1
( 1+ Uia

m- 1
( ti , xi ) )×

[exp(∫
t
k

t0
∫

x
k

x 0

b(F, s )dFds ) - exp(∫
t
k- 1

t0
∫

x
k- 1

x 0

b(F,

s ) dFds ) ]+ ∑
k

i= 1

Uia~m ( ti , xi )∏
i- 1

j= 1

( 1+ Uja
m- 1 ( tj ,x j ) )  

exp(∫
ti

t
0
∫

xi

x
0

b (F, s) dFds ) +∫
t

t
k
∫

x

x
k

b (F, s)  

u (F, s ) dFds = a
~ ( t ,x )∏

k

i= 1

( 1+ Uia
m- 1 ( ti , xi ) )  

exp(∫
t
k

t
0
∫

x
k

x
0

b (F, s) dFd s ) +

∫
t

t
k
∫

x

x
k

b(F, s )u(F, s ) dFds. ( 10)

类似于 ( 3)式的处理方法 ,由 ( 10)式可以得出结论 .
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