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摘要:提出求解混合变分不等式的一个新的迭代算法 1,并且当 f 是非空闭凸集 K上的指示函数时 ,得到求解

经典变分不等式的迭代算法 2.对于算法 1,在假设混合变分不等式的解集非空及不需要 lim
n→∞
Un= 0的条件下 ,证

明迭代序列 {un }收敛于混变分不等式的唯一解 .
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Abstract: A new iterativ e algo rithm 1 for solving mixed variational inequalities is proposed, and

when f is the indicator function over a closed convex set K , w e obtain algo rithm 2 for solving

classical v ariational inequalities. For algo rithm 1 where lim
n→∞
Un = 0 is removed, suppose the

solution set is noempty. That the i terativ e sequeuce {un } converges to the unique solution of

mixed variational inequalities is proved.
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　　设 H是实 Hilbert空间 , T是 H到其自身的非

线性映射 , f : H→R∪ {+ ∞ }是一真凸下半连续泛

函 . 混合变分不等式是:找 u∈ H使得

< Tu , v- u> ≥ f (u) - f (v ) ,  v∈ H. ( 0. 1)

设 K是 H中的一非空闭凸集 ,若 f 是 K上的指示

函数 ,即 f (u )= WK (u) ,  u∈ H ,其中WK ( )定义为

WK (u): =
0,　u∈ K ,

+ ∞ ,　u∈ H \K ,

则混合变分不等式 ( 0. 1)等价于找 u∈ K使得

< Tu , v- u> ≥ 0,  v∈ K . ( 0. 2)

问题 ( 0. 2)被称为经典的变分不等式 .

关于问题 ( 0. 1) , 很多学者已进行过研究 [1～ 5 ] .

本文给出求解该问题的一些新的算法 ,其中算法 1和

算法 2是 Ishikawa迭代格式 .通常在 Ishikwa迭代格

式中 ,要求 lim
n→∞
Un= 0,如文献 [6 ]中的定理 4. 1～ 4. 2,

但是本文去掉了这些限制 . 此外 ,我们给出算法中

关于d的具体限制条件 , 这比文献 [2, 3]中所用的

1- 2Td+ T
2
d

2
< 1条件更易于操作 .

1　预备知识

定义 1. 1　设 T: H→ 2H是极大单调算子 ,d>

0, 称

Jd
T: H→ H , Jd

T (u)= ( I+ dT )
- 1 (u) , u∈ H

为 T的预解算子 , 其中 I表示 H上的恒等算子 .

引理 1. 1
[ 5]
　设d> 0,算子 T是单调的当且仅

当预解算子 Jd
T
= ( I+ dT )

- 1
是严格非扩张的 , 进一

步 ,算子 T是极大单调的当且仅当 Jd
T是严格非扩

张的 ,且 dom (Jd
T
)= H.

容易知道 ,当 T是极大单调算子时 , Jd
T 是单

值的 .
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定义 1. 2　 T: H→ H称为

( 1)T-强单调的 , 如果存在常数T> 0, 使得 <

Tu- Tv , u- v> ≥T u- v 
2 , u , v∈ H.

( 2)U-Lipschitz连续的 , 如果存在常数U> 0,

使得 Tu- Tv ≤U u- v , u , v∈ H.

设 f : H→ R∪ {+ ∞ }是一真凸下半连续泛函 ,

f 的次微分  f 是极大单调算子 .如定义 1. 1那样 ,

我们可以定义  f 的预解算子 , 记为 Jd
f
= ( I+ d 

f )
- 1 .

引理 1. 2[2, 3 ]　u∈ H是问题 ( 0. 1)的解当且仅

当 u∈ H满足 u= Jd
f
( I- dT ) (u) ,其中d> 0是一常

数 , Jd
f
= ( I+ d f )

- 1
.

引理 1. 3
[7 ]
　设 {an } , { tn } , {bn }为非负序列 ,且

an+ 1≤ ( 1- tn ) an+ tnbn , 若 tn∈ [0, 1 ] ,∑
∞

n= 0
tn= + ∞ ,

lim
n→∞

bn= 0,则 lim
n→∞

an= 0.

2　迭代算法

算法 1　对任意给定的 u0∈ H ,定义带误差项的

Ishikaw a迭代序列 {un }为

un+ 1= ( 1-Tn )un+ Tn Jdf ( I-dT )vn+ Tnen , ( 2. 1)

vn= ( 1- Un )un+ Un Jd
f ( I-dT )un , ( 2. 2)

其中d> 0为常数 , en∈ H ,Tn ,Un∈ [0, 1 ],且∑
∞

n= 0
Tn=

∞ , lim
n→∞

en= 0.

由 f 的极大单调性及引理 1. 1,知道 dom ( Jd
f
)

= H ,因此算法 1是可定义的 .在算法 1中 , 若取Un≡

0, 则可得到文献 [3 ]中的算法 3. 4,即对任意给定的

u0∈ H,迭代序列 {un }由

un+ 1= ( 1-Tn )un+ Tn Jd
f
( I-dT )un+ Tnen , ( 2. 3)

产生 ,其中d> 0为常数 , Tn , en与算法 1相同 .

进一步 ,若 Tn≡ 1,en≡ 0, 则算法 2变成: 对任意

给定的 u0∈ H ,迭代序列 {un }由

un+ 1= Jd
f
( I-dT )un ( 2. 4)

产生 ,其中d> 0为常数 .

文献 [2]中的算法 1～ 5均是在算法 1的基础上修

改得到的 .

设 K是 H中的一非空闭凸集 , 若 f是 K上的

指示函数 ,即 f ( u)= WK (u ) ,  u∈ H , 注意到 PK=

( I+  WK )
- 1
,则可以得到求解经典变分不等式问题

( 0. 2)的一些新算法 .

算法 2　对任意给定的 u0∈ H ,定义带误差项的

Ishikaw a迭代序列 {un }为

un+ 1= ( 1-Tn )un+ Tn PK ( I- dT )vn+ Tnen , ( 2. 5)

　　 vn= ( 1-Un )un+ UnPK ( I-dT )un , ( 2. 6)

其中d> 0为常数 ,Tn , Un , en与算法 1相同 .

在算法 2中取 Un≡ 0, 则可以得到:对任意给定

的 u0∈ H ,迭代序列 {un }由

un+ 1= ( 1-Tn )un+ TnPK ( I-dT )un+ Tnen ( 2. 7)

产生 ,其中d> 0为常数 , Tn , en与算法 1相同 .

3　算法的收敛性分析

定理 3. 1　 T: H→ H是一个 T-强单调 (T> 0)

和U-Lipschitz连续 (U> 0)的非线性算子 , 设 {un }是

由算法 1产生的序列 ,其中当U≥T> 0时 , 取 d<
2T
U

2 ;

当T> U> 0时 ,取 0 <d<
T- T

2
- U

2

U
2 或

T+ T
2
-U

2

U
2

<d<
2T
U

2 ,且问题 ( 0. 1)的解集非空 ,则 {un }收敛到问

题 ( 0. 1)的唯一解 u.

证明　分两步证明 .先证明 {un }收敛到问题

( 0. 1)的一个解 .

由假设 , 问题 ( 0. 1)的解集非空 .设 u∈ H是问

题 ( 0. 1)的一个解 , 由引理 1. 2,知道 u = Jd
f ( I -

dT ) (u) ,

 un+ 1 - u =  ( 1-Tn )un+ Tn Jd
f
( I-dT )vn+

Tnen - u =  ( 1-Tn )un+ TnJdf ( I-dT ) [ ( 1-Un )un+

UnJd
f
( I- dT )un ]+ Tnen - u =  ( 1-Tn )un+

TnJd
f ( I-dT ) [ ( 1-Un )un+ UnJd

f ( I- dT )un ]-

( 1- Tn )u-TnJdf ( I-dT )u+ Tnen =  ( 1- Tn ) (un -

u)+ Tn (Jdf ( I- dT ) [ ( 1- Un )un+ Un Jdf ( I-dT )un ]-

Jd
f ( I- dT )u)+ Tnen ≤ ( 1-Tn ) un - u +

Tn Jd
f
( I- dT ) [ ( 1- Un )un+ Un Jd

f
( I-dT )un ]-

Jd
f ( I- dT )u + Tn en .

由 Jd
f
的非扩张性 ,及 T 的 T-强单调性和 U-

Lipschitz连续性 , 可以得出

 Jd
f ( I-dT ) [ ( 1- Un )un+ Un Jd

f ( I-dT )un ]-

Jd
f
( I- dT )u 

2
≤ ( I- dT ) [ ( 1-Un )un+

UnJd
f ( I- dT )un ]- ( I-dT )u 

2=

 ( 1-Un )un+ Un Jd
f
( I-dT )un- u 

2
-

2d〈T [ ( 1-Un )un+ Un Jd
f
( I-dT )un ]- Tu, ( 1-

Un )un+ Un Jdf ( I-dT )un - u〉+ d2 T [ ( 1-Un )un+

UnJd
f
( I- dT )un ]- Tu 

2
≤ ( 1- 2Td+

U
2
d
2
) ( 1- Un )un+ Un Jd

f
( I-dT )un - u 

2
=

( 1- 2Td+ U
2
U

2
) ( 1-Un ) (un - u)+ Un (Jd

f
( I-

dT )un - Jd
f
( I-dT )u ) 

2
≤ ( 1- 2Td+ U

2
d

2
) [ ( 1-

Un ) un - u + Un Jdf ( I-dT )un - Jd
f ( I-
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dT )u ]
2
≤ ( 1- 2Td+ U

2
d
2
) [ ( 1-Un ) un - u +

Un 1- 2Td+ U2d2 un - u ]
2≤ ( 1- 2Td+

U
2
d

2
) [1- ( 1- 1- 2Td+ U

2
d
2
)Un ]

2
 un- u 

2
.

其中当U≥T> 0时 , 取d<
2T
U2 ,或者当T> U> 0时 ,取

0 <d<
T- T2 -U2

U2 或
T+ T2 -U2

U2 <d<
2T
U2 ,都容易

推出 1- 2Td+ U2d2 < 1. 因此

 Jd
f
( I - dT ) [ ( 1- Un ) un+ UnJd

f
( I- dT )un ]-

Jd
f ( I - dT ) u  ≤ 1- 2Td+ U2d2 [ 1 - ( 1 -

1- 2Td+ U2d2 )Un ] un - u .

令 λn = 1- 2Td+ U2d2 [ 1 - ( 1 -

1- 2Td+ U2d2 )Un ] ,则有

 un+ 1- u ≤ [ ( 1-Tn )+ Tnλn ] un - u +

Tn en ≤ [1- ( 1-λn )Tn ] un - u +

( 1-λn )Tn
 en 
1- λn

.

在引理 1. 3中令 an =  un - u , tn = ( 1- λn )Tn ,bn=

 en 
1-λn

,证明 lim
n→∞

an= lim
n→∞
 un - u = 0.

由 λn的定义容易知道 λn关于 Un是单调下降

的 ,因此

　　 0≤ 1- 2Td+ U2d2 <λn < 1- 2Td+ U2d2 < 1.

( 3. 1)

由 ( 3. 1)式及Tn∈ [0, 1 ], 知道 tn∈ [0, 1].再由∑
∞

n= 0
Tn

= ∞ ,知道∑
∞

n= 0
tn = ∞ .由 ( 3. 1)式及 lim

n→∞
en = 0, 知道

lim
n→∞

bn= 0.利用引理 1. 3得到 lim
n→∞

an= lim
n→∞
 un - u = 0.

因此 {un }收敛于问题 ( 0. 1)的一个解 u.

再证明解的唯一性 . 若 w∈ H也是问题 ( 0. 1)

的一个解 .由定理第一部分的证明知道 lim
n→∞
 un - w 

= 0.又由于 u - w ≤ un - u +  un - w → 0,这样

就证明了 u= w .

注　定理 ( 3. 1)中给出关于d的约束条件: 当U

≥T> 0时 ,取 d<
2T
U

2 ;当 T> U> 0时 ,取 0 <d<

T- T
2
- U

2

U
2 或

T+ T
2
- U

2

U
2 <d<

2T
U

2 ,这比文献 [2, 3]

中的 1- 2Td+ U
2
d

2
< 1更加具体更加便于操作 .

推论 3. 1[3 ]　设 T: H→ H是一个分别关于常

数T> 0,U> 0的T-强单调和U-Lipschitz连续的非线

性算子 , {un }是由 ( 2、 3)式产生的序列 , 且问题

( 0. 1)的解集非空 .若 1- 2Td+ U2d2 < 1,则 {un }收

敛到问题 ( 0. 1)的唯一解 u.

定理 3. 2　 T: H→ H是一个分别关于常数T>

0, U> 0的T-强单调和 U-Lipschitz连续的非线性算

子 .设 {un }是由算法 2产生的序列 , 其中当U≥T> 0

时 ,取d<
2T
U2 ; 当T> U> 0时 ,取 0 <d<

T- T2-U2

U2

或
T+ T2- U2

U2 <d<
2T
U2 ,且问题 ( 0. 2)的解集非空 ,

则 {un }收敛到问题 ( 0. 2)的唯一解 u.

证明　注意到 PK的非扩张性 ,仿照定理 3. 1的

证明即可以得出定理 3. 2成立 .

推论 3. 2　 T: H→ H是一个分别关于常数T>

0,U> 0的T-强单调和U-Lipschi tz连续的非线性算

子 ,设 {un }是由 ( 2、 7)式产生的序列 , 其中当U≥T>

0时 ,取d<
2T
U2 ;当T> U> 0时 ,取 0 <d<

T- T2-U2

U2

或
T+ T2 -U2

U2 <d<
2T
U2且问题 ( 0. 2)的解集非空 ,则

{un }收敛到问题 ( 0. 2)的唯一解 u.

证明　在定理 3. 2的证明中令 Un≡ 0,即可以得

出推论 3. 2成立 .
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