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摘要:利用 B-网坐标方法 ,讨论 Wang加密三角剖分△W 上二元三次样条空间 S1
3 (△W )的 Hermite插值 ,证明

了插值的适定性 ,并给出 S1
3 (△W )上具有局部支集的基函数 .

关键词:加密三角剖分　二元三次样条函数　 Hermite插值　局部基

中图法分类号: O241. 3　　文献标识码: A　　文章编号: 1005-9164( 2008) 04-0374-07

Abstract: By using technique of Bé zier-method, Hermite interpolation schemes are constructed

based on cubic splines on Wang 's refined t riangulations. The existence and the uniqueness of the

interpolation are discussed. The interpolant has local support and explicit representation.
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　　设K为平面上任意一个单连通多边形区域 ,△

= {T
(l )

}
|T|
l= 1是它的任意一个正规三角剖分 .对满足 0

≤ r < d的非负整数 d、 r ,定义二元 d次 r阶光滑样

条函数空间为 Sd
r (△ )= {s∈ C

r (K) s|T ( l )∈ Pd , l=

1, 2,… ,|T|} ,其中 Pd表示二元 d次多项式空间 , s

|T ( l )为二元样条函数 s ( x , y )在 T
(l )上的表达式 .

很多学者在二元 Hermite插值方面进行过研

究 .文献 [ 1, 2 ]研究 Clough-Tocher加密三角剖分

△CT上的空间 S
1
3 (△CT ) .文献 [3 ]研究 Pow ell-Sabin

(Ⅰ )型和 (Ⅱ )型加密三角剖分下的空间 S
1
2 (△ PS1 )

与 S
1
2 (△ PS2 ) .文献 [4 ]构造 S

1
2 (△ PS2 )具有局部支集

的基底 .文献 [5]给出四方向网格剖分上具有最优逼

近阶的 Hermite插值 .文献 [ 6]进一步给出三角化四

边形剖分上有最优逼近阶的 Hermite插值 .文献 [7]

给出一类加密三角剖分△W下 C
2
光滑的五次样条空

间 S
2
5 (△W )的维数和 Hermite插值 .

本文利用 B-网坐标方法 ,讨论 Wang加密三角

剖分△ W下空间 S
1
3 (△W )的 Hermite插值及具有局

部支集基底的构造 ,给出 S
1
3 (△W )具有局部支集的

基函数 .

1　三角形上二元三次多项式插值

给定非退化三角形 T= [v1 , v2 , v3 ] , vi = ( xi ,

yi ) , i= 1, 2, 3.a= (T,U,V)是 X∈ R
2相应于 T的重

心坐标 . 记λi= yj - yk ,ui= - (x j - xk ) ,其中 ( i , j , k )

按照 1→ 2→ 3→ 1的顺序选取 .

由文献 [8 ],有定义在 T上的二元 d次多项式 p

有 B-网表示:

p= ∑
i+ j+ k= d

cijkB
d
ijk (T,U,V)=

∑
i+ j+ k= d

cijk
d!

i! j! k!T
i
U
j
V
k .

又由文献 [9 ]有

p(v1 )= c300 , ( 1)

Dxp (v1 )=
3

2S△ v
1
v
2
v

3

[λ1c300+ λ2c210+ λ3c201 ] , ( 2)

Dyp (v1 )=
3

2S△ v
1
v

2
v
3

[_ 1c300+ _ 2c210+ _ 3c201 ] , ( 3)
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Dxx p ( v1 ) =
6

( 2S△ v
1
v
2
v
3
) 2 ) [λ1

2
c300+ λ2

2
c120+

λ3
2
c102+ 2λ1λ3c201+ 2λ2λ1c210+ 2λ3λ2c111 ] , ( 4)

Dyy p(v1 )= 6
( 2S△ v

1
v

2
v
3 )

2 [_
2
1c300+ _

2
2c120+

_
2
3c102+ 2_ 1_ 3c2 01+ 2_ 2_ 1c210+ 2_ 3_ 2c111 ] , ( 5)

Dx y p ( v1 ) =
6

( 2S△ v
1
v

2
v
3
) 2 [λ1_ 1c300+ λ2_ 2c120+

λ3_ 3c102+ (λ1_ 3+ λ3_ 1 )c201+ (λ2_ 1+ λ1_ 2 )c210+

(λ3_ 2+ λ2_ 3 )c111 ]. ( 6)

反之 , 有

c300= p1 , ( 7)

c210= p1+
1
3
_ 3Dxp1-

1
3
λ3Dyp1 , ( 8)

c201= p1-
1
3_

2Dx p1+
1
3λ

2Dy p1 , ( 9)

f 4= 1
27

( c300+ c030+ c003+ 3c210+ 3c120+ 3c201+

3c102+ 3c012+ 3c021+ 6c111 ) , ( 10)

其中 p1与 (Dxp1 , Dy p1 )分别是 p在 v1的函数值和梯

度向量 , f 4是 p在 (v1+ v2+ v3 ) /3的函数值 .

引理 1. 1[8 ]　设 T
( 1) = [v1 ,v2 ,v3 ] , T

( 2) = [v1 ,

v2 , v4 ]为两个相邻三角形 . p1 , p2∈ P3分别为分片多

项式 s ( x , y )在 T
( 1)和 T

( 2)上的表式 , 令 p1 =

∑
i+ j+ k= 3

c
[v

1
, v

2
,v

3
]

ijk B
3
ijk (T1 ,U1 ,V1 ) , p2= ∑

i+ j+ k= 3
c

[v
1

, v
2
, v

4
]

ijk B
3
ijk

(T2 ,U2 ,V2 ) ,其中 (Ti ,Ui ,Vi )分别为 ( x , y ) 相应于

T
(i ) , i= 1, 2的重心坐标 . 则 s ( x , y )∈ C

1 ( T( 1)∪

T
( 2) )当且仅当

c
[v1, v 2, v4 ]

ij0 = c
[v1, v 2, v3 ]

ij0 , i+ j= 3,

c
[v1, v 2,v4 ]

ij1 = T-c
[v 1, v2, v3 ]

i+ 1j0 + U-c
[v1 , v2, v3 ]

ij+ 10 + V-c
[v1, v2,v 3 ]

ij 1 ,

i+ j= 2, ( 11)

其中 (T-,U-,λ-)是 v4相对于三角形 T
( 1)的重心坐标 .

2　空间 S
1
3 (△W )的 Hermite插值

如图 1所示 , T
(l) = [v

( l)
1 ,v

(l )
2 , v

(l )
3 ]经 Wang加密

后得到的三角剖分记为 T
(l )
W , 并且记 Tl , 0 =

[w
(l )
1 w

(l )
2 w

(l )
3 ] , Tl, 2i- 1 = [v

(l )
i+ 1v

( l)
i+ 2w

(l )
i ] , Tl, 2i = [v

(l )
i+ 2

w
( l)
i+ 1 w

(l)
i ] , pl , 0 = sl|Tl , 0 , pl, 2i- 1 = sl|Tl , 2i- 1 , pl, 2i =

sl|Tl , 2i , 其中 i= 1, 2, 3. 设

pl, m= ∑
i+ j+ k= 3

c
( l,m )
ijk B

3
i jk (T,U,V) ,m= 0, 1,… , 6.

由 于 T
(l)
W 为拟 贯穿 剖分 , 由文 献 [ 10 ]知道

dimS
1
3 ( T

(l)
W )= 16.

设 f∈ C1 ( T( l) ) , v( l)i = (xi , yi ) , w (l )
i = ( x′i , y′i ) ,

i= 1, 2, 3. 在三角剖分 T
( l)
W 上考虑插值问题: 寻找

s∈ S
1
3 ( T(l )

W ) , 使其满足

s (v(l)
i )= f (v( l)

i ) = f i , ( 12)

Dx s (v(l )
i )= Dx f (v( l)

i ) = Dx f i , ( 13)

Dy s (v
(l )
i )= Dy f (v

(l)
i ) = Dy f i , ( 14)

s (w
(l)
i ) = f ( w

(l )
i ) = gi , ( 15)

Dn i s (v
(l)
i, i+ 1 )= Dn i f (v

( l)
i, i+ 1 ) = pi , ( 16)

s ( ( w
( l)
1 + w

(l )
2 + w

(l )
3 ) /3) = f ( ( w

(l)
1 + w

(l )
2 +

w
(l )
3 ) /3) = f 4 , ( 17)

其中 i= 1, 2, 3, 而 Dn 
i
s (v(l )

i , i+ 1 )表示 s在边 [v( l)i ,v(l )
i+ 1 ]

的中点 v
(l )
i , i+ 1的法向导数 .

定理 1　设 f∈ C1 ( T( l) ) , 则插值问题 ( 12)～

( 17)的解是存在唯一的 .

证明　利用 ( 7)～ ( 9)式 ,有 ( 12)～ ( 14)式 ,相应

的齐插值条件等价于 c
(l, 2i)
300 = 0,c

(l , 2i)
201 = 0,c

( l, 2i)
210 = 0, i

= 1, 2, 3.由引理 1. 1得到 D1 ( v
( l)
i ) ( i= 1, 2, 3)的区域

点对应的 B-网坐标都为 0, 如图 2阴影部分所示 .

( 15)式相应的齐插值条件等价于 c
(l , 0)
300 = 0, c

( l, 0)
030 = 0,

c
(l , 0)
003 = 0. ( 16)式相应的齐插值条件等价于

0=
3

8ST
l , 5

[ (λ1λ3+ _ 1_ 3 )c(l , 5)
300 + (λ2λ3+

_ 2_ 3 )c
(l , 5)
030 + [ (λ1-λ3 )λ3+ (_ 1- _ 3 )_ 3 ]c

(l , 5)
210 +

(λ2
3+ _ 2

3 )c(l , 5)
201 + (λ2

3+ _ 2
3 )c(l , 5)

021 + [ (λ2-λ3 )λ3+ (_ 2-

_ 3 )_ 3 ]c(l , 5)
120 + 2(λ2

3+ _ 2
3 )c(l , 5)

111 ] , ( 18)

其中 ST l , 5表示三角形 Tl , 5的面积 , λ1= y2 - y′3 ,λ2=

y′3- y1 , λ3= y1- y2; _ 1= x′3- x 2 ,_ 2= x1 - x′3 , _ 3=

x 2- x 1 .

将 c
(l , 5)
i j0 = 0, i+ j= 3, c(l , 5)

201 = c
( l, 5)
02 1 = 0代入 ( 18)

式 , 得出 c
(l, 5)
111 = 0. 同理可以得到 c

(l , 2i- 1)
111 = 0, i= 1,

2.又由 ( 10)式 ,可以知道 ( 17)式相应的齐插值条件

等价于

∑
3

i= 1
[c(l , 2i)

012 + c
( l, 2i)
021 ]+ 2c(l , 0)

111 = 0. ( 19)

v
(l )
i+ 1相应于△v( l)

i+ 2w
( l)
i+ 1w

(l )
i 的重心坐标为 ( 0, - 1,

2) , i= 1, 2, 3. 由沿 [v(l )
i+ 2 , w( l)

i ]的 C
1光滑条件得到

c
(l , 2i- 1)
111 = 2c(l, 2i)

102 - c(l , 2i)
111 . ( 20)

v
(l )
i 相应于△ v

(l )
i+ 2w

(l )
i+ 1w

(l )
i 的重心坐标为 ( - 2, 4,

- 1) , i= 1, 2, 3, 由沿 [v
(l)
i+ 2 ,w

(l )
i+ 1 ]的 C

1
光滑条件得

c
(l , 2i+ 1)
111 = - 2c

(l , 2i )
210 + 4c

(l, 2i)
120 - c

(l , 2i )
111 . ( 21)

v
(l )
i+ 2相应于△ w

(l )
i w

( l)
i+ 1 w

(l )
i+ 2的重心坐标为 ( 0, 2,

- 1) , i= 1, 2, 3, 由沿 [w
(l)
i ,w

(l )
i+ 1 ]的 C

1
光滑条件得

c
(l , 2i)
120 = 2c

(l, 2i)
030 - c

(l , 2i+ 2)
012 , c

(l, 2i)
111 = 2c

(l , 2i )
021 - c

(l, 0)
111 ,

c
(l , 2i)
102 = 2c(l, 2i)

012 - c(l , 2i+ 4)
021 . ( 22)

联立 ( 19)～ ( 22)式得到 AC= 0,其中
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　　 A =

2 0 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 2 0 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 - 1 0 0 0

0 4 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 4 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 - 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 - 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1

0 0 0 0 0 0 0 - 1 2 0 0 0 0 0 0 - 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 2 0 - 1

1 0 0 0 - 2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0 0 - 2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 - 2 0

0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 2

, C =

c
(l , 2)
102

c
(l , 2)
120

c
(l , 2)
111

c
(l , 2)
021

c
(l , 2)
012

c
(l , 4)
102

c
(l , 4)
120

c
(l , 4)
111

c
(l , 4)
021

c
(l , 4)
012

c
(l , 6)
102

c
(l , 6)
120

c
(l , 6)
111

c
(l , 6)
021

c
(l , 6)
012

c
(l , 0)
111

.

由于 det ( A )= - 14976≠ 0, 所以方程组仅有 AC=

0零解 , 即余下的 B-网坐标全为零 ,因而插值问题的

解唯一 .

图 1　三角剖分 T ( l )
W

Fig. 1　 The refined triangula tion T( l )
W

图 2　S1
3 ( T

( l )
W )的 B-网坐标

Fig . 2　 The B-net o rdina tes of S1
3 ( T

( l )
W )

　　给定三角剖分△ ,对其进行 Wang加密后得到

的三角剖分记为△W = ∪ |T|l= 1 T
(l )
W .以 vi , i= 1, 2,… ,

|V|; ej , j= 1, 2,… ,|E|和 T
(l ) , l= 1, 2,… ,|T|分别

表△的顶点和边 ,以 v
(l)
1 ,v

(l )
2 , v

(l )
3 表示顶点的三角形

单元 .

由文献 [11] ,有 dim S
1
3 (△W )= 3|V|+ |E|+ 4

|T|.

在△W上考虑插值问题: 寻找 s∈ S
1
3 (△W ) , 使

其满足

s (vi ) = f (vi ) = f i , i= 1, 2,… ,|V|, ( 23)

Dx s(vi )= Dx f (vi ) = Dx f i , i= 1, 2,… ,|V|,

( 24)

Dys (vi )= Dy f (vi ) = Dy f i , i= 1, 2,… ,|V|,

( 25)

s (w
(l )
i )= f ( w

(l )
i ) = g

( l)
i , i= 1, 2, 3, l= 1, 2,

… ,|T|, ( 26)

Dn i s (ej ,
1
2
)= Dn i f (ej, 1

2
) = pj , j= 1, 2,… ,|E|,

( 27)

s ( ( w
(l)
1 + w

( l)
2 + w

( l)
3 ) /3) = f ( ( w

(l )
1 + w

(l )
2 +

w
(l )
3 ) /3) = f

(l )
4 , l= 1, 2,… ,|T|, ( 28)

其中 ej , 1
2
表示△的边 ej的中点 .

定理 2　设 f∈ n C
1 (K) ,则插值问题 ( 23)～

( 28)的解存在唯一 .

证明　由 ( 7)～ ( 9)式 ,有 ( 23)～ ( 25)式相应的

齐插值条件等价于对原三角剖分△每个顶点 v∈ V ,

D1 (v )内不共线的三个区域点对应的 B-网坐标为

零 . 由 C
1
光滑条件 ,有 D1 (v )内其它区域点对应的

B-网坐标也为零 . 由 ( 7)式可以知道 ( 26)式相应的

齐插值条件等价于 c
( l, 0)
300 = 0, c

(l , 0)
030 = 0, c

(l , 0)
003 = 0, l=

1, 2,… ,|T|.由 ( 27)式相应的齐插值条件 ,可以知

道原三角剖分△的每条边 e∈ E上一个区域点的 B-

网坐标为零 .而 ( 28)式对应的齐插值条件等价于
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( 19)式 ,其中 l= 1, 2,… ,|T|. 由定理 1,可以知道原

三角剖分△的每个三角形 T
(l )内余下的 B-网坐标全

为零 ,因而插值问题 ( 23)～ ( 28)的解存在唯一 .

3　S1
3 (△W )上具有局部支集的基底

设 W= {w }表示剖分 T
( l)
W , l= 1, 2,… ,|T|的内

点集 , G= { ( w
(l )
1 + w

(l)
2 + w

(l )
3 ) /3 }表示三角形

[w
( l)
1 w

( l)
2 w

(l)
3 ], l= 1, 2,… ,|T|重心的集合 .构造空

间 S
1
3 (△W )具有局部支集的基底 ,包括三个顶点样

条 Vv ,s , 其中 s= ( s1 , s2 )∈ Γ= { ( 0, 0) , ( 1, 0) , ( 0,

1) } , 边样条 Ve (e∈ E) , 样条 Vw ( w∈ W )和样条 Vg

(g∈ G) .由插值条件 ,顶点样条 Vv ,s可以定义为

D
t
Vv ,s (u )= Wv,uWt, s , t∈ Γ, u∈ V , ( 29)

D
( 1, 1)
e Vv ,s (ve, 1 )= 0, e∈ E, ( 30)

Vv ,s (w )= 0, w∈ W , ( 31)

Vv ,s (a)= 0, a∈ G, ( 32)

其 中 D
t
f ( x , y ) = D

t
1x D

t
2y f ( x , y ) , De

t
f ( x , y ) =

(Dve - v
e, 1

) t1 (Dve , 2- v
e , 1

)t 2 f ( x , y ) , t= ( t1 , t2 )∈ Z
2
+ ,

Wv, u , Wt, s为 Kronecker delta函数 .

1) 考虑顶点样条 Vv , ( 0, 0) . 将 Vv, ( 0, 0)限制在

△ v
(l )
1 v

(l )
2 w

( l)
3 上 , 容易知道 ( 29)式等价于 T1= 1, ( y2

- y′3 )T1+ ( y′3- y1 )T+ ( y1 - y2 )T2= 0, ( x′3 - x 2 )T1+

(x 1- x′3 )T+ (x 2- x 1 )T2= 0,其中T, U, V, Z, Ti , i=

1, 2, 3(如图 2) .

　　将 Vv, ( 0, 0)限制在△ v
(l )
1 w

(l )
3 w

(l )
2 上 ,则 ( 29)式等价

于T1= 1 , ( y′3- y′2 )T1+ ( y′2 - y1 )T2+ ( y1- y′3 )T3=

0, ( x′2- x′3 )T1+ (x 1- x′2 )T2+ (x′3- x 1 )T3= 0.

　　将 Vv , ( 0, 0)限制在△v( l)
1 w

( l)
2 v

(l)
3 上 ,则 ( 29)式等价

于 T1= 1, ( y′2- y3 )T1+ ( y3- y1 )T3+ ( y1 - y′2 )U= 0,

(x 3- x′2 )T1+ (x 1- x 3 )T3+ ( x′2 - x1 )U= 0.

由上可见 , 不管哪种情况都有T= U= Ti= 1, i

= 1, 2, 3.

不失一般性 , 假设图 2中三角形△ v
( l)
1 v

(l )
2 w

(l )
3 的

面积比与它有公共边 [v
( l)
1 ,v

(l )
2 ]的三角形面积大 ,则

顶点 ve 可以取为 w
(l)
3 , 条件 ( 30)可以转化为

Dv( l )2
- v( l )

1 Dw
( l )
3

- v( l )
1 Vv , ( 0, 0) (v

( l)
1 )= 0,等价于

(x 2- x 1 ) ( x′3 - x1 )DxDx Vv , ( 0, 0) (v1
(l) )+ (x 2-

x1 ) ( y′3- y1 )DxDyVv , ( 0, 0) (v
( l)
1 )+ (x′3 - x1 ) ( y2-

y1 )Dx DyVv, ( 0, 0) (v
(l )
1 )+ ( y2- y1 ) ( y′3-

y1 )DyDyVv, ( 0, 0) (v
(l)
1 )= 0. ( 33)

由 ( 4)～ ( 6)式 ,可以知道 ( 33)式可以转化为 T1- T

- T2+ V= 0, 所以V= 1.同理也能决定Z.

由 ( 1)式知道 ( 31)式可以化简为 c
(l , 0)
300 = 0, c(l , 0)

030

= 0, c
( l, 0)
003 = 0. 由 ( 10)式 ,得到 ( 32)式可以转化为

( 19)式 .再由 C
1
光滑条件还可以得到 AC= B

T
, 其

中 B= [0,Z,V,Z,V+ 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ].

于是求解得出

　　a1=
47V
234-

109Z
234+

22
117, a2=

47V
468+

2Z
117+

11
117,

a3=
47V
117-

109Z
117+

44
117, a4=

31V
117-

47Z
117+

34
117,

a5=
31V
468-

47Z
468+

17
234, a

6= -
109V
234+

43Z
117-

56
117,

a7= 2V
117

- 31Z
468

+ 61
234

, a8= - 109V
117

- 31Z
117

- 112
117

,

a9= - 47V
117

- 8Z
117

- 44
117

, a10= - 47V
468

- 2Z
117

- 11
117

,

a11= 43V
117

+ 47Z
234

- 17
117

, a12= - 31V
468

+ 47Z
468

- 17
234

,

a13= - 31V
117

+ 47Z
117

- 34
117

, a14= - 8V
117

+ 31Z
117

- 5
117

,

a15= -
2V
117

+
31Z
468

-
61
234

, a16=
5V
39

+
5Z
39

+
8
39

,

其中 c
(l , 2i+ 2)
102 ,c

( l, 2i+ 2)
120 ,c

( l, 2i+ 2)
111 , c

(l, 2i+ 2)
021 ,c

(l , 2i+ 2)
012 分别等于

a5i+ 1 ,a5i+ 2 , a5i+ 3 ,a5i+ 4 , a5i+ 5 , i= 0, 1, 2, c( l, 0)
111 = a16 ,

如图 3所示 .

图 3　 Vv , (0, 0)的 B-网坐标

Fig. 3　 Th e B-net ordinates of Vv , ( 0, 0)

　　 :相应区域点的 B-网坐标为零 . : B-net ordinates are

v anished.

　　由图 3可以看出 ,若△v
( l)
1 v

(l)
2 w

(l)
3 (或△ v

(l )
1 w

(l )
2 v

( l)
3

的面积比与它有公共边 [v(l )
1 , v(l )

2 ] (或 [v( l)
1 ,v( l)

3 ] )的

三角形的面积大 ,则V= 1(或Z= 1) ,否则V(或 Z)由

沿边 [v
(l )
1 ,v

(l)
2 ] (或 [v

(l )
1 ,v

( l)
3 ] )的光滑条件决定 .

　　 2) 考虑顶点样条 Vv , ( 1, 0) .类似 1)的讨论 , 有T1

= 0,T2 =
x′3- x 1

3
, T3 =

x′2 - x1

3
,T=

x 2- x 1

3
, U=

x3 - x1

3
.将 ( 30)式化简后得到V=

x 2+ x′3- 2x 1

3
. 同

理得到Z=
x′2+ x3 - 2x1

3
. ( 31)式和 ( 32)式的化简同

理 1) .再由 C
1
光滑条件还可以得到 AC= B

T
,其中 B

= [0,Z,V,Z,V+ 2T2 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ].求

解得到
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　　a1= 47V
234

- 109Z
234

+
22T2

117
, a2= 47V

468
+ 2Z

117
+

11T2

117
,

a3=
47V
117-

109Z
117+

44T2

117 , a4=
31V
117-

47Z
117+

34T2

117 ,

a5=
31V
468

-
47Z
468

+
17T2

234
, a6= -

109V
234

+
43Z
117

-
56T2

117
,

a7=
2V
117

-
31Z
468

+
61T2

234
, a8= -

109V
117

-
31Z
117

-
112T2

117
,

a9= -
47V
117-

8Z
117-

44T2

117 , a10= -
47V
468-

2Z
117-

11T2

117 ,

a11=
43V
117

+
47Z
234

-
17T2

117
,a12= -

31V
468

+
47Z
468

-
17T2

234
,

a13= -
31V
117

+
47Z
117

-
34T2

117
,a14= -

8V
117

+
31Z
117

-
5T2

117
,

a15= - 2V
117

+ 31Z
468

-
61T2

234
, a16= 5V

39
+ 5Z

39
+

8T2

39
,

如图 4所示 .

图 4　Vv , (1, 0)Vv , (0, 1)的 B-网坐标

Fig. 4　 Th e B-net ordinates of Vv , ( 1, 0)Vv , ( 0, 1)

　　 : 相应区域点的 B-网坐标为零 . : B-net o rdina tes a re

vanish ed.

　　 3)考虑顶点样条 Vv , ( 0, 1) . 类似 1)的讨论 , 有 T1

= 0,T2 =
y′3- y1

3
, T3 =

y′2- y1

3
,T=

y2 - y1

3
, U=

y3- y1

3
.将 ( 30)式化简后得到V=

y2+ y′3- 2y1

3
. 同理

得到 ,Z=
y′2+ y3- 2y1

3
. ( 31)式和 ( 32)式的化简同理

1) .再由 C
1
光滑条件还可以得到 AC= B

T
,其中 B=

[ 0,Z,V,Z,V+ 2T2 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ].求解

得到 C的值与 2)相同 ,如图 4所示 .

　　 4)由插值条件 ,边样条 Ve可以定义为

D
t
Ve (u)= 0, t∈ Γ, u∈ V , ( 34)

D
( 1, 1)
e Ve (vc, 1 )= Wc,e , c= [vc1 ,vc2 ]∈ E , ( 35)

Ve (w )= 0, w∈ W , ( 36)

Ve (a )= 0, a∈ G. ( 37)

类似 1)的推导 , ( 34)式可化简为 c
( l)
300 = 0, c

(l )
210= 0,

c
( l)
201= 0. 换句话说 , 对任意 v∈ V ,D1 (v )的区域点对

应的 B-网坐标全为零 .

对 c= [v
(l )
c, 1 ,v

( l)
c, 2 ]∈ △ ,考虑 ( 35)式 .显然 , △W

内存在两个三角形包含公共边 c,选择面积相对较

大的一个 , 否则任选一个 ,记为 [v
(l )
c, 1 ,v

(l )
c, 2 ,v

(l)
c ] . 如果

c是边界边 ,则只有一个三角形 [v
( l)
c, 1 , v

(l )
c, 2 ,v

( l)
c ]包含

c.记 v
(l )
c, 1= ( xc, 1 , yc, 1 ) , v( l)

c, 2= ( xc, 2 , yc, 2 ) , v(l)
c = ( xc ,

yc ) ,则条件 ( 35)转化为 Dv( l )c - v( l )
c , 1Dv

( l )
c, 2

- v( l )
c , 1 Ve (v

(l )
c, 1 ) =

Wc,e ,等价于

( xc, 2 - xc, 1 ) ( xc- xc, 1 )Dx DxVe (vc, 1 )+ (xc-

xc, 1 ) ( yc, 2- yc, 1 )Dx DyVe (vc, 1 )+ (xc, 2- xc, 1 ) ( yc-

yc, 1 )Dx DyVe (vc, 1 )+ (yc- yc, 1 ) ( y(l )
c, 2-

y
(l )
c, 1 )Dy DyVe (vc, 1 )= Wc, e . ( 38)

由 ( 4)～ ( 6)式 , ( 38)式可以化为 c
( l)
3 00- c

(l )
201 - c(l )210+

c
(l )
111=
Wc,e
6

.

因为 c
(l )
300= 0, c

( l)
210= 0, c

(l )
201= 0,所以 c

( l)
111=

Wc, e
6 ,

即Z=
Wc,e

6
, ( 36)式和 ( 37)式的化简同理 1.若将 v

(l )
c, 2 ,

v
(l )
c , v

(l )
c, 1分别对应图 2中的 v

(l )
1 , v

(l )
2 , v

(l )
3 ,再由 C

1光滑

条件还可以得出 AC1= B
T
,其中 C1= C ,B= [0,Z, 0,

Z, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ].于是求解得出 a1=

-
109
234
Z,a2=

2
117
Z, a3= -

109
117
Z,a4= -

47
117
Z,a5= -

47
468
Z, a6=

43
117
Z, a7 = -

31
468
Z, a8 = -

31
117
Z, a9 =

- 8
117Z

,a10= - 2
117Z

,a11= 47
234Z

,a12= 47
468Z

,a13= 47
117

Z,a14=
31
117Z

,a15=
31
468Z

,a16=
15
117Z

.

由沿边 [v
(l)
c, 1 , v

( l)
c, 2 ]的 C

1
光滑条件 ,有 a= -

S△
v ( l )
c , 1

v ( l )
c , 2

w ( l )
2

S△
v
( l )
c , 1v

( l )
c , 2w

( l )
c

Z.将 v
( l)
c, 2 , v

(l )
c, 1 ,v

(l )
2 分别对应图 2中的 v1

(l ) ,

v2
( l) ,v3

( l) , 再由 C
1光滑条件 , 还可以得到 AC2= B

T ,

其中 C2= C , B= [0, 0,a, 0,a, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

0, 0 ] , 即 b1 = -
47
234a

, b2 =
47
468a

, b3 =
47
117a

,

b4=
31
117
a, b5=

31
468
a, b6 = -

109
234
a, b7 =

2
117
a, b8 =

-
109
117a,b9= -

47
117a,b10= -

47
468a,b11=

43
117a,b12= -

31
468
a, b13 = -

31
117
a, b14 = -

8
117
a, b15 = -

2
117
a,

b16=
15
117a.由此可以得到 , 边样条 Ve ( x , y )的支集

和相关的 B-网坐标 , 如图 5所示 .

　　若△ v(l)
c, 1 , v( l)

c, 2w
( l)
1 的面积比与它有公共边 [v(l )

c, 1 ,

v
(l )
c, 2 ]的三角形面积大 ,则Z=

1
6
Wc,e ,a= -

S△
v

( l )
c , 1v

( l )
c , 2w

( l )
2

S△v ( l )
c , 1

v ( l )
c , 2

w ( l )
c

Z另外 .
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图 5　Ve ( x , y )的 B-网坐标

Fig. 5　 The B-net ordinates of Ve ( x , y )

　　 : 相应区域点的 B-网坐标为零 . : B-net o rdina tes a re

vanish ed.

　　 5)由插值条件 ,样条 Vw可以定义为

D
t
Vw (u)= 0, t∈ Γ, u∈ V , ( 39)

De
( 1, 1)

Vw (ve, 1 )= 0, e∈ E , ( 40)

Vw (a)= Wa,w , a∈ W , ( 41)

Vw (a)= 0, a∈ G. ( 42)

( 39)式的推导同理 4) . ( 40)式与 ( 42)式的化简同理

1) .如果 Vw ( x , y )限制在三角形 [w1
(l )
w2

(l)
w 3

( l) ]上 ,

由 ( 1)式 ,再将 ( 41)式化简 ,得到 c
( l, 0)
300 = 1.再由 C

1光

滑条件还可以得到出 AC= B
T
,其中 B= [0, 0, 0, 0,

0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, - 1 /3] . 求解得 a1=
70
117

,

a2= 35
117

, a3= 140
117

, a4= 16
117

, a5= 121
117

,a6= - 86
117

, a7

= -
43
117

, a8= -
172
117

,a9= -
140
117

, a10= -
35
117

, a11=

226
117,a

12=
113
117,a13=

452
117,a

14=
172
117,a

15=
43
117,a

16= -

12
13

.由此可以得到 , 样条 Vw (x , y )的支集和相关的

B-网坐标 ,如图 6所示 .

图 6　Vw的 B-网坐标

Fig . 6　 The B-net o rdinates of Vw

　　 : 相应区域点的 B-网坐标为零 . : B-net o rdina tes a re

vanish ed.

　　 6)由插值条件 ,样条 Vg可以定义为

D
t
Vg (u)= 0, t∈ Γ, u∈ V , ( 43)

De
( 1, 1)

Vg (ve, 1 )= 0, e∈ E , ( 44)

Vg (w )= 0, w∈ W , ( 45)

Vg (Z)= WZ, g ,Z∈ G. ( 46)

容易知道 ( 43)式的推导同理 4) , ( 44)式和 ( 45)式的

化简同理 1) .由 ( 10)式和 ( 46)式得出 Vg ( (w
(l )
1 +

w
(l )
2 + w

( l)
3 ) /3)= 1, 化简为∑

3

i= 1
[c

(l, 2i)
012 + c

(l , 2i )
021 ]+ 2c

( l, 0)
111

= 9.

再由 C
1
光滑条件还可以得出 AC= B

T
,其中

B= [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 9 ]. 因此

a1= - 6
13

, a2= - 3
13

, a3= - 12
13

, a4= 12
13

, a5= 3
13

,

a6= -
6
13

, a7= -
3
13

, a8= -
12
13

, a9=
12
13

, a10=
3
13

,

a11= -
6
13

, a12= -
3
13

, a13= -
12
13

, a14=
12
13

, a15=

3
13

, a16=
36
13

. 由此可以得出样条 Vg (x , y )的支集和

相关的 B-网坐标 , 如图 7所示 .

图 7　Vg的 B-网坐标

Fig . 7　 The B-net o rdina tes of Vg

　　 :相应区域点的 B-网坐标为零 . : B-net ordinates are

v anished.

4　顶点样条算例

不妨考虑一种特殊的情形 ,设过顶点 v的三角

形为△ vv1v2 ,△ vv2v3 ,△ vv3v4 ,△ vv4v1且 v ,v1 ,v2 ,v3 ,

v4的坐标分别为 ( 0, 0) , ( 1, 0) , ( 0, 1) , ( - 1, 0) , ( 0,

- 1) .对每一个三角形进行 Wang-加密 ,如图 8所示 .

加密后得到:△ vv1v2中 3个点 u1 , w1 , w2的坐标依次

为 (
4
7

,
2
7

) , (
1
7

,
4
7

) , (
2
7

,
1
7

) ;△ vv2v3中 3个点 u2 ,

w′2 , w3的坐标依次为 ( -
2
7

,
4
7

) , ( -
4
7

,
1
7

) , ( -
1
7

,

2
7 ) ;△ vv3v4中 3个点 u3 ,w′3 ,w 4的坐标依次为 ( -

4
7 ,

- 2
7

) , ( - 1
7

, - 4
7

) , ( - 2
7

, - 1
7

) ;△ vv4v1中 3个点

u4 , w′4 , w′1的坐标依次为 (
2
7

, -
4
7

) , (
4
7

, -
1
7

) , (
1
7

,

-
2
7

) .设集合 W= {u1 ,u2 ,u3 ,u4 , w 1 , w2 ,w 3 , w4 ,w′1 ,

w′2 , w′3 , w′4} ,集合 G表示这四个三角形△ vv1v2 ,
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△ vv2v3 ,△vv3v4 ,△ vv4v1重心的集合 .讨论在顶点处

的顶点基样条 Vv, ( 0, 0) .

设在顶点处的顶点基样条由插值条件定义为

Vv , ( 0, 0) (v )= 1, DxVv , ( 0, 0) (v )= 0,

DyVv, ( 0, 0) (v ) . ( 47)

Vv , ( 0, 0) (vi )= 1, Dx Vv , ( 0, 0) (vi )= 0,

DyVv, ( 0, 0) (vi ) , ( i= 1, 2, 3, 4) ; ( 48)

D
( 1, 1)
e Vv , ( 0, 0)= 0,e∈ E; ( 49)

Vv , ( 0, 0) ( w )= 0, w= W ; ( 50)

Vv , ( 0, 0) (a)= 0,a∈ G. ( 51)

将 Vv , ( 0, 0)限制在以 v为顶点的三角形时 ,由

( 47)式得出 D1 ( 1)内的区域点对应的 B-网坐标为 1;

由 ( 48)式得出 D1 (vi ) ( i= 1, 2, 3, 4)内的区域点对应

的 B-网坐标为 0;由 ( 50)式得到集合 W中的区域点

对应的 B-网坐标为 0; ( 51)式等价于 ( 19)式 .若

△ v1v2u1 ,△ v2v3u2 ,△ v3v4u3 ,△ v4v1u4的面积均比与

它们有公共边的三角形面积大 ,公共边分别为

[v1v2 ] , [v2v3 ], [v3v4 ] , [v4v1 ] ,则条件 ( 49)等价于

C
[v

1
v

2
u
1

]

111 = C
[v

2
v

3
u
2

]

111 = C
[v

3
v

4
u
3

]

111 = C
[v

4
v
1
u
4

]

111 = 0.

图 8　Wang-加密以 v为顶点的三角形

　　 Fig. 8　 The Wang 's r efined triangulation of the triang les

sharing the common ver tex v

　　对于条件 ( 49) 再分类讨论 ,先看△ vv1v2 .若

△ vv1w2的面积比△vv1w′4的面积大 ,则由 ( 33)式有

C
[vv

1
w

2
]

111 = 1,同理若 vv2w 1的面积比 vv2w 3的面积大 ,

则 C
[vv

2
w

1
]

111 = 1;若 v ,v1 , v2分别对应图 2中的 v
(l )
1 , v(l)

2 ,

v
( l)
3 ,由 C

1光滑条件及构造等点样条时的公式 ,其余

区域点对应的 B-网坐标 a1 ,… ,a16即可以得到 ,依次

为 [-
1
13

,
11
52

] , -
2
13

,
2
13

,
1
16

, -
1
26

,
11
52

, -
28
13

, -
11
13

,

-
11
52

,
11
26

, -
1
26

, -
2
13

,
2
13

, -
11
52

,
6
13

.类似地可以研究

其余三角形内的 B-网坐标 .在顶点 v处的顶点基样

条 Vv, ( 1, 0) ,Vv , ( 0, 1)的 B-网坐标同理可以得出 .
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