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改进的 FR共轭梯度算法及其全局收敛性

Modified FR Conjugate Gradient Method and Its

Global Convergence

刘金魁 ,王开荣* ,郑　丽

LIU Jin-kui, W ANG Kai-rong , ZHENG Li
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摘要:给出一种求解无约束优化问题的改进的 FR共轭梯度算法 ,证明该算法在强 Wolfe线搜索下具有充分

下降性和较好的全局收敛性 ,并用数值试验说明新算法是有效的。
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Abstract: A modified FR conjugate g radient method is proposed to solv e unconst rained

optimization problems. Under the st rong Wolfe line search, we proved the sufficient descent

property and the preferable global convergence of the modified FR method. Many numerical

experiments show that the new method is very efficient.
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　　考虑无约束优化问题: min
x∈ Rn

f (x ) ,其中 f : Rn→

R的连续可微函数 .求此类问题最重要的方法之一

是共轭梯度算法 ,它的主要迭代格式为:

xk+ 1 = xk+ Tkdk , ( 1)

dk =
- g1 ,　　　　　 k = 1,

- gk + Ukdk- 1 ,　 k≥ 2,
( 2)

其中 gk =  f (xk ) ,Tk≥ 0是步长因子 ,由某种线搜

索确定 ; dk是搜索方向 ,Uk为标量 .

著名的Uk公式
[1～ 3 ]
有: U

FR
k =

 gk 2

 gk- 1 
2 ,

UPRP
k =

g
T
k (gk - gk- 1 )
 gk- 1 2

.

对 FR方法 [ 1]现在已有许多结果 ,其中 Powell

在文献 [4]中证明了 FR方法在精确线搜索下具有

全局收敛性 .在文献 [5]中 Al-Baali证明了 FR方法

在强 Wolfe线搜索下且e∈ ( 0, 1 /2]具有全局收敛

性 ,但是这种方法的数值结果较差 . PRP方法 [2, 3 ]具

有很好的数值结果但是其全局收敛性较差 .为了改

善 FR方法的数值效果而保持其好的收敛性 ,我们

在 FR方法的基础上给出一个改进的共轭梯度方法

(其中常数 u > 0 ) ,即

Uk =

max { 0,UFR
k + min{ 0, - g

T
k gk- 1 / gk- 1 2} } ,

　　 if gk- 1 
2
≥ u gk   dk- 1 ,

0, else.

( 3)

并在强 Wolfe线搜索条件下证明此方法能够保证搜

索方向的充分下降性和全局收敛性。此方法的数值

效果优于 FR方法的数值效果。

1　预备知识及算法

为了证明的需要 ,对目标函数 f ( x )做假设

( H):

( H1 )目标函数 f ( x )在水平集K= {x|f (x )≤

f (x 1 ) }有下界 ,其中 x1为初始点 ;

( H2 )设 V K , 目标函数 f ( x )在 V内连续可

微 ,且梯度函数 g (x )在 V内满足 Lipschitz条件 ,即

存在常数 L > 0 ,使得  g( x ) - g ( y ) ≤ L x - y ,
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 x , y∈ V .

新算法的步骤如下 .

步骤 1: 给定 x1∈ R
n ,X≥ 0 .令 d1 = - g1 ,k =

1 , 如果 g1 = 0 ,停止 .

步骤 2: 步长 Tk满足强 Wolfe线搜索:

f (xk + Tkdk )≤ f ( xk ) + WTkg
T
k dk ; ( 4)

|g (xk + Tkdk )
T
dk|≤eg

T
k dk . ( 5)

其中 0 < W<e< 1 /2 .

步骤 3: xk+ 1 = xk+ Tkdk , gk+ 1 = g (xk+ 1 ) , 如果

 gk+ 1 ≤X, 停止 .

步骤 4: 由公式 ( 3)计算Uk+ 1 ,由 ( 2)式求 dk+ 1 .

步骤 5: 设 k = k+ 1 , 转步骤 2.

2　算法的全局收敛性

引理 1
[6 ]
　设目标函数 f (x )满足假设 ( H) ,考

虑一般方法 xk+ 1 = xk + Tkdk ,其中 dk满足 g
T
k dk <

0, 步长Tk由强 Wolfe线搜索 ( 4)、 ( 5)求得 ,则对于

任意 k∈ N , Zoutendijk条件成立 ,即

∑
k≥ 1

( gT
k dk ) 2 / dk 2 <+ ∞ . ( 6)

引理 2　考虑一般方法 ( 1)、 ( 2) ,步长Tk满足强

Wolfe线搜索 ( 4)、 ( 5) ,当 Uk取 ( 3)时 ,则对任意的 k

> 0 ,有

1 - 2e+ e
k

1 - e
≤

- g
T
k dk

 gk 
2 ≤

1 - e
k

1 - e
. ( 7)

证明　对 k = 1 ,因为 d1 = - g1 , ( 7)式显然成

立。现在假设对任意 k - 1 , ( 7)式成立 ,将 ( 2)式两

端与 gk作内积 ,整理可得

- g
T
k dk / gk 2 = 1 - UkgT

k dk- 1 / gk 2 ( 8)

由 ( 3)式可知 , 0≤ Uk≤UFR
k . ( 9)

利用 ( 5)式、 ( 8)式、 ( 9)式可得 ,

1+ egT
k- 1dk- 1 / gk- 1 2≤ - g

T
k dk / gk 2≤

1 - egT
k- 1dk- 1 / gk- 1 2 . ( 10)

于是 ,利用归纳假设及 ( 10)式的第 1个不等式 ,得

- g
T
k dk / gk 2 ≥ 1 - e

1 - e
k- 1

1 - e
=

1 - 2e+ e
k

1 - e
.

同理 ,得

- g
T
k dk / gk 2≤ 1+ e

1 - ek- 1

1 - e
=

1 - ek

1 - e
.

故 ( 7)式对 k也成立 .由归纳法知 ,引理成立 .

定理 1　设目标函数 f (x )满足假设 ( H) ,考虑

( 1)式、 ( 2)式 ,其中Uk取 ( 3)式 ,步长Tk满足强 Wolfe

线搜索 ( 4)、 ( 5) ,则对新算法产生点列 { xk }或者 gk

= 0对某个 k成立 ,或者

lim
k→∞
 gk = 0. ( 11)

证明　由 ( 7)式左端可知 , - g
T
k dk≥ c gk 2 ,其

中 c = ( 1 - 2e) / ( 1 - e) . 于是 ,由 ( 6)式得

∑
k≥ 1

c
2 gk 4 / dk 2 <+ ∞ ,即

∑
k≥ 1
 gk 

4
/ dk 

2
<+ ∞ . ( 12)

当 gk- 1 2 <_ gk   dk- 1 时 ,显然有Uk = 0 ,于

是 ,根据 ( 2)式可得  dk =  gk .否则 ,对 ( 2)式两端

取模平方 ,整理得

 dk 2=  gk 2+ U2
k dk- 1 2- 2Ukg

T
k dk- 1 .

显然 ,可得

 dk 
2
≤ gk 

2
+ U

2
k dk- 1 

2
+ 2|Uk| |g

T
k dk- 1|.

利用 ( 5)式及 ( 7)式右端 , 得

 dk 2≤ gk 2 + U2
k dk- 1 2 +

2e( 1 - e
k- 1

)|Uk|  gk- 1 
2

( 1 - e)
.

再根据 ( 9)式及  gk- 1 2≥ u gk   dk- 1 可得

 dk 
2
≤ gk 

2
+

 gk 4

(u gk   dk- 1 )
2 dk - 1 

2
+

2e( 1 - e
k- 1

) gk 
2

( 1 - e)
≤ ( 1 + 1 /u2 + 2e( 1 -

e
k- 1

) / ( 1 - e) ) gk 
2
≤ ( 1 /u

2
+ ( 1 + e) / ( 1 -

e) ) gk 2 .

取 t
2
= 1 /u

2
+ ( 1+ e) / ( 1 - e) ,则  dk / gk ≤ t。

综上所述 , dk / gk 有界。

令 r = max {t , 1} ,于是 ,对任意的 k ,有

 dk / gk ≤ r . ( 13)

根据 ( 12)及 ( 13)式得∑
k≥ 1
 gk 2 <+ ∞ , 所以有

lim
k→∞
 gk = 0成立。

3　算法的数值实验

利用 MATLAB编制程序 ,在新算法中取Uk 为

( 3)式 ,参数W= 0. 01,e= 0. 1,u = 0. 005 or 0. 25.

终止条件为:  gk ≤ 1. 0× 10- 6 ,或者最大迭代次

数大于 9999,在强 Wolfe线搜索条件下对文献 [7]中

的测试函数进行试验 ,并与 FR方法 [7 ]的数值结果

做了比较 ,详见表 1。表 1结果表明本文算法数值效果

较好 .

表 1中的 Problem表示文献 [7 ]中测试函数的名

称 ; Dim表示测试函数的维数 ;数据表示为 N I /N F/

NG,它们依次为迭代次数、函数值计算次数、梯度值

计算次数。V FR表示本文新算法。
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表 1　数值实验结果

Tabl e 1　Numerical results

Problem Dim
NI /N F /N G

FR V FR ( u = 0. 005 ) V FR ( u = 0. 005 )

Rosenbrock 2 119 /349 /302 26 /136 /111 43 /200 /166

Bigg s EXP6 6 255 /731 /639 212 /626 /549 226 /929 /824

Bea le 2 49 /149 /124 67 /175 /142 67 /175 /142

Helical v alley 3 39 /116 /97 30 /97 /82 45 /157 /131

Bard 3 28 /98 /81 18 /67 /54 36 /143 /123

Wood 4 103 /307 /251 38 /159 /128 64 /271 /225

Kow alik and Osborne 4 372 /1066 /931 94 /293 /256 80 /302 /265

Brow n and Dennis 4 55 /191 /149 69 /193 /165 69 /193 /165

Ex tended Rosenbrock 500 126 /371 /320 29 /149 /123 46 /214 /178

1000 132 /390 /337 29 /149 /123 46 /214 /178

Penalty I 50 1723 /3169 /3092 81 /402 /331 89 /573 /465

100 41 /180 /141 46 /238 /188 33 /248 /196

T rig onometric 100 322 /460 /459 56 /125 /118 53 /121 /113

200 336 /468 /467 61 /130 /125 60 /131 /122

Discrete integra l equa tion 500 7 /15 /8 6 /13 /7 6 /13 /7

1000 7 /15 /8 6 /13 /7 6 /13 /7

Broyden tridiag onal 500 48 /104 /99 35 /78 /73 35 /78 /73

1000 65 /139 /135 35 /79 /75 35 /79 /75
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我国实现芯片玻色—— 爱因斯坦凝聚体

　　随着物理科学技术的发展 ,超冷原子介质在超高精度原子频率标准、原子干涉仪、量子信息存储和信息

处理等方面获得了重要应用。但是获得超冷原子气体和原子芯片上的玻色—— 爱因斯坦凝聚体 ( BEC)的实

验装置过于复杂和庞大 ,而且价格十分昂贵 ,在一定程度上阻碍了其向应用技术的发展。因此 ,研制小型化的

冷原子实验装置 (即原子芯片实验装置 )成为国际上冷原子应用技术研究的重要发展方向。原子芯片是利用

成熟的半导体制作工艺和 MEMS技术 ,将磁场系统和光学系统集成到一块硅基底芯片上。利用表面电流产

生的近表面梯度磁场形成芯片原子磁阱 ,进而实现集成化的冷原子实验装置。芯片磁阱对原子的束缚非常

紧 ,蒸发冷却时可以快速实现 BEC相变 ,原子芯片不仅提高了冷原子装置的稳定性、可靠性和便携性 ,而且

能够实现一些宏观冷原子装置所不能实现的功能。

国际上只有美国、法国、德国、日本等少数发达国家拥有芯片 BEC。我国最近由中国科学院院士、中科院

上海光机所量子光学重点实验室王育竹领导的研究人员研究实现了我国第一个原子芯片上的 BEC。实现芯

片 BEC是我国冷原子研究和量子信息存储技术研究的重大标志性进展。

(据《科学时报》 )
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