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摘要:利用循环群扩张理论构造出一系列新群 G= 〈a1 ,a2 ,a3 ,a4 ,… ,an|a
pt1
1 = ap

t2
2 = ap

t 3
3 = ap

t4
4 = … = ap

tn
n = 1, [a1 ,

a3 ]= ap
s
1 , [ai , aj ]= 1〉 (这里 i, j= 1, 2,… ,n ,但是 i= 1, j= 3不同时出现在 [ai ,a j ]= 1中 , p为奇素数 , s为整

数 ) .给出新群的部分性质及其自同构群的阶 ,并证明新群均为 LA-群 .
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Abstract: A new series of g roups G by ex tension theory of cyclic g roup are const ructed, where G

= 〈a1 ,a2 ,a3 , a4 ,… ,an|a
pt 1
1 = a

pt2
2 = a

pt3
3 = a

pt4
4 = … = a

ptn
n = 1, [a1 , a3 ]= a

ps

1 , [ai ,aj ]= 1〉 ( i , j= 1, 2,

… , n. In the formula [ai , aj ]= 1, i= 1 and j= 3 don 't occur at the same time, p is an odd

prime, s is a positive integer) . We give their properties as w ell as the o rder of their automorphism

group, and prove that they are all LA-g roups.

Key words: fini te p-g roup, LA-g roup, automorphism group

　　设 G是有限 p -群 ,如果 G的阶整除其自同构群

Aut(G)的阶 ,则称 G为 LA-群 .文献 [1 ]由 G= 〈 a,

b|ap
m

= b
p
n

= 1, [a,b ]= a
p
s

〉,利用循环群扩张 ,最终

构造出 G= 〈a,b,c|apm = b
pn = c

pk = 1, [a,b ] = a
ps ,

[a,c ] = [b,c ] = 1〉(这里 m ,n,k , s均为非负整数 ) .

本文进一步推广这一个结果 ,给出 G= 〈 a1 ,a2 ,a3 ,

a4 ,… ,an|a
pt1
1 = a

pt2
2 = a

pt3
3 = a

pt4
4 = … = a

ptn
n = 1, [a1 ,

a3 ]ap
s

1 , [ai ,aj ] = 1〉 (这里 i , j = 1, 2,… ,n,但是 i =

1, j = 3不同时出现在 [ai ,aj ] = 1中 , p为奇素数 , s

为整数 )的性质和其自同构群的阶 ,并最终验证这

些群都是 LA-群 .

　　不作特别说明 ,文中所有的参数 ,如 t1 , t2 ,… ,

tn ; x 1 ,x 2 ,… , xn ; y1 , y2 ,… , yn ; z 1 , z 2 ,… , zn ; w1 ,w 2 ,

… , wn ; r1 , r2 ,… , rn和 u1 , u2 ,… ,un均为非负整数 , p

为奇素数 , s > 0,所有的群皆为有限群 .为简便起

见 ,以后在群的定义关系中 ,形如 [ai ,aj ] = 1, i , j =

1, 2,… ,n略去不写 .文中所用的术语以及定义均是

标准的 ,具体可参照文献 [1]和文献 [2 ].

1　相关引理

　　引理 1. 1[1 ]　 ( Van Dyek)设 G是由生成元 a1 ,

a2 ,… ,ar和关系 f i (a1 ,a2 ,… ,ar ) = 1, i∈ I所定义

的群 . H = 〈b1 ,b2 ,… ,br〉 (这些 bi 可能相同 , i∈

I ) , f i (b1 ,b2 ,… ,br ) = 1,则有满同态e∶Fr /N→ H,

aiN → bi ,其中 Fr = 〈a1 ,a2 ,… ,ar〉为自由群 , Y =

〈{ f i (a1 ,a2 ,… ,ar )∈ Fr|i∈ I }〉 , N = Y
F
r (Y在 Fr中

的正规闭包 ) , G= Fr /N .如果|G|≤|H|<+ ∞ ,

则上述 e为满足定义关系 f i (b1 ,b2 ,… ,br ) = 1( i

∈ I )的 H = 〈b1 ,b2 ,… ,br〉 (这些 bi可能相同 i∈

I )的群同构 .

　　引理 1. 2[2 ]　 如果 c(G) = 2,那么 exp(G′) =

exp(G /Z (G) ) .

　　引理 1. 3
[2 ]
　设 G是有限群 ,a,b, c∈ G,则有

( 1) [ab, c ] = [a,c ]
b
[b,c ] ,
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( 2) [a,bc ] = [a,c ] [a,b ]
c
.

　　引理 1. 4[2 ]　设 G是有限群 ,a,b ,c∈ G且 [a,b ]

∈ Z (G) ,又设 n是正整数 ,则有

( 1) [an ,b ] = [a,b ]n ,

( 2) [a,b
n
] = [a,b ]

n
,

( 3) (ab)n = a
n
b
n [b,a ]

(
n
2
)
.

2　主要结果

　　定理 2. 1　设 G= 〈 a1 ,a2 ,a3 ,a4 ,… ,an|a
pt1
1 =

a
pt2
2 = a

pt 3
3 = a

pt4
4 = … = a

ptn
n = 1, [a1 ,a3 ]= a

p
s1〉.如

果 s > 0,那么 G为一个群且 G≌ F
-.这里 F= 〈 b1 ,

b2 ,… ,br〉为一个自由群 , S = {b
pt1
1 ,b

pt2
2 ,… ,b

ptn
n , [b1 ,

b3 ]bps

1 , [bi ,bj ] } , F- = F /SF = 〈 b
-
1 ,b-2 ,… ,b-n〉 ,b-p

t1
1 =

b
-pt2
2 = … = b

-ptn
n = 1, [b-1 ,b-3 ] = b

-ps
1 , [b-i ,b-j ] = 1(这里

i , j = 1, 2,… ,n ,但是 i= 1, j = 3不同时出现在 [b-i ,

b-j ] = 1中 ) .

　　证明 　设 N = 〈a1 ,a2 ,a3 ,a4 ,… ,an|a
pt 1
1 = a

pt2
2

= a
pt3
3 = a

pt4
4 = … = a

ptn- 1
n - 1 = 1, [a1 ,a3 ] = a

ps

1 ,〉 ,F=

Zptn = 〈 an〉 ,规定e= T(s ): N→ F ,使得 ai→ a′i =

a
a
ni = ai , 1≤ i≤ n - 1.又由 a

F
i = ai ,a

F2
i = ai ,… ,a

Fptn

i

= ai ,显然 ,F∈ Aut(N ) .由定义关系 [a′1 ,a′3 ] =

[a1 ,a3 ] = a
ps

1 .当 i , j = 1, 2,… ,n,但 i = 1, j = 3不

同时出现 ,均有 [a′1 ,a′3 ] = 1,a
′pt

i
i = a

pti
i = 1( 1≤ i≤

n - 1) .所以有 a = 1即 a
F= a = 1,ap

t
n = a= 1.于

是 G= Ex t( N ,pt
n , 1,F) .

　　设 F= 〈 b1 ,b2 ,… ,bn〉为一个自由群 , S= {bp
t
1

1 ,

b
pt2
2 ,… ,bptn

n , [b1 ,b3 ]bps

1 , [bi ,bj ] } .另设 N = S
F , F- =

F /N = F /SF = 〈b-1 ,b-2 ,… ,b-n〉 ,b-p
t 1
1 = b

-pt2
2 = … = b

-ptn
n

= 1, [b-1 ,b-3 ]= b-p
s

1 , [b-i ,b-j ]= 1(这里 i , j= 1, 2,… ,n,

但是 i= 1, j = 3不同时出现在 [b-i ,b-j ]= 1中 ) .由于

(b-iN )
b-
n = b

-
iN , 1≤ i≤ n - 1,于是〈b-1N ,b-2N ,… ,

b
-
n - 1N〉4 F /N ,|(F /N ) /〈b-1N ,b-2N ,… ,b-n - 1N〉| ≤

p
tn ,又有|〈a-1N ,a-2N ,… ,a-n- 1N〉|≤ p

t1+ t2+ …+ tn- 1 .故

|( F /N )|≤ p
t
1
+ t

2
+ … + t

n = |G|.由引理 1. 1,可知 F
-

≌ G.

　　定理 2. 2　如果 p
rs≡ 0( mod pt

1 ) ,那么 c(G) =

r , r≥ 2.

证明　由于 [a1 ,a3 ] = a
ps

1 , [ai ,aj ] = 1(这里 i ,

j = 1, 2,… ,n,但是 i = 1, j = 3不同时出现在 [ai ,

aj ] = 1中 ) ,ap
s

1 ∈ G′.又由于 [a1 ,a3 ] = a
p
s

1 ∈ 〈ap
s

1〉 ,

[ai ,aj ] = 1∈ 〈ap
s

1〉 (这里 i , j = 1, 2,… ,n,但是 i =

1, j = 3不同时出现在 [ai ,aj ] = 1中 ) . 故 G′≤

〈a1p
s

〉 ,于是 G′≤= 〈 a
ps

1〉.再由 [aps

1 ,a3 ]= a
- ps

1 (aa31 )p
s

= a
p 2s

1 .如果 p
2s≡ 0( modpt

1 ) ,那么有 c(G) = 2.根据

引理 1. 2有 exp(G′) = exp(G /Z (G) ) .若 a
p2s

1 ≠ 1,则

[ap2s

1 ,a3 ]= a
- p2s

1 (aa31 ) p
2s

= a
p3s

1 .如果 p
3s≡ 0( modpt 1 ) ,

那么有 c(G) = 3. 若 a
p 3s

1 ≠ 1, 则 [a
p 3s

1 ,a3 ] =

a
- p3s

1 (a1a3 ) p
3s

= a
p 4s

1 .如果 p
4s≡ 0( modpt

1 ) ,那么有

c(G) = 4. 同理 ,若 a
p(r - 1)s

1 ≠ 1,则 [a
p( r- 1)s

1 ,a3 ] =

a
- p(r - 1)s

1 (a
a
3
1 )

p (r- 1)s

= a
prs

1 .如果 p
rs
≡ 0( modp

t
1 ) ,那么

有 c(G) = r .

　　定理 2. 3　在群 G= 〈a1 ,a2 ,a3 ,a4 ,… ,an|ap
t
1

1 =

a
p
t
2

2 = a
p
t
3

3 = a
p
t
4

4 = … = a
p
t
n

n = 1, [a1 ,a3 ] = a
p
s

1〉中 ,

如果 t1 = t3 = 2, t2 , t4 , t5 ,… , tn≥ 1, s= 1,那么 G′≤

Z (G)且 Z (G) = < a1
p
> × < a2 > × < a3

p
> × < a4

> ×… × < an > .

　　证明　由 t1= t3 = 2, t2 , t4 , t5 ,… , tn≥ 1, s= 1,

有 G′= 〈ap
1〉.由 [a1 ,a3 ] = a

p
1 ,得 a

a
31 = a

p+ 1
1 , [ap

1 ,a3 ]

= a
- p
1 (aa31 ) p = a

- p
1 (ap+ 1

1 ) p = a
p
2

1 = 1, [ap1 ,ai ]= 1, i=

2, 4, 5,… ,n, [a1 ,ap
3 ] = (aa

13 )pap
3 = (ap1a- 1

3 ) pa3 p = a
p
2

1

= 1, [ai ,a
p
3 ] = 1, i = 2, 4, 5,… ,n.又 [ai ,aj ] = 1∈

〈 a
ps

1〉(这里 i , j = 1, 2,… ,n,但是 i = 1, j = 3不同时

出现在 [ai ,aj ] = 1中 ) .于是 < a
p
1 > × < a2 > × <

a
p
3 > × < a4 > ×… × < an > ≤ Z (G) .又因为|G|

= p
t
1
+ t

2
+ …+ t

n ,|< a
p
1 > × < a2 > × < a3

p > × < a4

> ×… × < an > |= p
t
1
+ t

2
+ …+ t

n- 1 ,所以|G /Z (G)|

≤ p
2 . 于是有 Z (G) = < a

p
1 > × < a2 > × < a

p
3

> × < a4 > ×… × < an > .易见 G′≤ Z (G) .

　　定理 2. 4　在群 G= 〈a1 ,a2 ,a3 ,a4 ,… ,an|ap
t
1

1 =

a
pt 2
2 = a

pt3
3 = a

pt 4
4 = … = a

ptn
n = 1, [a1 ,a3 ] = a

ps

1〉中 ,

如果 t1 = t3 = 2s , t2 , t4 , t5 ,… , tn≥ 1, s= 1,那么 G′≤

Z (G)且 Z (G) = < a
ps

1 > × < a2 > × < a
ps

3 > × < a4

> ×… × < an > .

　　证明　由 [a1 ,a3 ] = a
p
s

1 ,得 a
a
31 = a

p
s
+ 1

1 , [ap
s

1 ,a3 ]

= a
- ps

1 (a1a3 ) p
s

= a
p2s

1 .因为 t1 = 2s ,所以 [aps

1 ,a3 ] = 1,

[aps

1 ,ai ] = 1( i = 2, 4, 5,… ,n) .由此 a
ps

1 ∈ Z (G) , G′

= 〈 a
ps

1〉∈ Z (G) .又由于 [ai ,ap
s

3 ] = [ai ,a3 ]p
s

= 1, i

= 1, 2, 4, 5,… ,n,故〈aps

3〉∈ Z (G) .再因为 [ai ,aj ] =

1∈ 〈ap
s

3〉 (这里 i , j = 1, 2,… ,n,但是 i = 1, j = 3不

同时出现在 [ai ,aj ] = 1中 ) .于是 < a
ps

1 > × < a2

> × < a
ps

3 > × < a4 > ×… × < an > ≤ Z (G) .又因

为 |G|= p
t
1
+ t

2
+ …+ t

n ,| < a
ps

1 > × < a2 > × < a
ps

3

> × < a4 > ×…× < an > |= p
2s+ t

1
+ t

2
+ …+ t

n- 1 ,所以
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|G /Z (G)|≤ p
2 . 于是有 Z (G) = < a

p
s

1 > × < a2

> × < a
ps

3 > × < a4 > ×… × < an > .易见 G′≤

Z (G) .

　　定理 2. 5　在群 G= 〈 a1 ,a2 ,a3 ,a4|a
pt1

1 = a
pt2

2 =

a
p
t
3

3 = a
p
t
4

4 = 1, [a1 ,a3 ]= a
ps

1〉中 ,如果 t4 > t3 > t2 >

t1 > s,则|Aut(G)|= ( p - 1) 8p2t 1+ 5t
2
+ 3t

3
+ t

4
+ 5s- 8 .

　　证明　设 a′1 = a
x
1
1 a

x
2
2 a

x
3
3 a

x
4
4 ,a′2 = a

y
1
1 a

y
2
2 a

y
3
3 a

y
4
4 ,a′3

= a
z
1
1 a

z
2
2 a

z
3
3 a

z
4
4 ,a′4 = a

w
1

1 a
w
2

2 a
w
3

3 a
w
4

4 .由 a
′pt 1
1 = 1得 xi p

t
1≡

0( modp
t
i ) , i = 1, 2, 3, 4.因为 t4 > t3 > t2 > t1 > s ,

所以 xi ≡ 0( modpt
i
- t

1 ) , i = 2, 3, 4. 于是将 a′1 =

a
x
1

1 a
x
2
p
t
2
- t

1

2 a
x
3
p
t
3
- t

1

3 a
x
4
p
t
4
- t

1

4 ,a′2 = a
y
1
1 a

y
2
2 a

y
3
3 a

y
4
4 ,a′3 =

a
z
1
1 a

z
2
2 a

z
3
3 a

z
4
4 ,a′4 = a

w
1

1 a
w
2

2 a
w
3

3 a
w
4

4 代入定义关系 .

　 　 由 [ a′1 , a′3 ] = [ a
x
1
1 a

x
2
pt2- t1

2 a
x
3
pt 3- t1

3 a
x
4
pt4- t1

4 ,

a
z
1
1 a

z
2
2 a

z
3
3 a

z
4
4 ]= a

p
s
(x
1
z
3
- x

3
z
1
p
t
3
- t

1)
1 . a

′ps

1 =

(a
x
1
1 a

x
2
pt2- t1

2 a
x
3
pt3- t 1

3 a
x
4
pt4- t1

4 ) p
s

= a
x
1
ps+ x

1
x
3
pt 3- t1 (

p
s

2
)

1 ·

a
x
2
pt2- t1+ s

2 a
x
4
pt4- t1+ s

4 a
x
3
pt 3- t1+ s

3 .再由于 [a′1 ,a′3 ]= a
′ps
1 ,于是

有 a
x 2p

t
2
- t

1
+ s

2 = 1,a
x 3p

t
3
- t

1
+ s

3 = 1,a
x4p

t
4
- t

1
+ s

4 = 1, p
s
(x 1z 3-

x3z 1p
t
3
- t

1 )= x1p
s
+ x 1x 3p

t
3
- t

1
(
ps

2
)
.由条件 t 4> t3> t2>

t1> s,即可以写成 xi≡ 0( modp
t
i
- s , i= 2, 3, 4.又因为

xi≡ 0 ( modpt
i
- t

1 ) , i = 2, 3, 4,于是得到 xi≡ 0

( modp
t
i
- s
) , i= 2, 3, 4, ( x1 , p ) = 1.同理 ,利用引理

1. 3和 1. 4最终均能得到如下结果:

　　 [a′1 ,a′2 ]= a
x
1
y
3
ps- x

3
y
1
pt 3- t1+ s

1 = 1.于是得到 x1y3p
s

- x 3y1p
t
3
- t

1
+ s
≡ 0( modp

t
1 ) .由 (x 1 , p )= 1,则 y3≡ 0

( modp
t
1
- s )且 a′2= a

y
1
1 a

y
2
2 a

y
3
pt1- s

3 a
y
4
4 .

　　 [a′1 ,a′4 ]= a
x
1
w
3
p
s
- x

3
w
1
p
t
3
- t

1
+ s

1 = 1.于是得到 x 1w3p
s

- x 3w1p
t
3
- t

1
+ s≡ 0( modp

t
1 ) .由 ( x1 , p )= 1,则 w 3≡ 0

( modp
t
1
- s
)且 a′4= a

w
1

1 a
w
2

2 a
w
3
p
t
1
- s

3 a
w
4

4 .

　　 [a′2 , a′3 ]= a
y
1
z
3
ps- y

3
z
1
pt1

1 = 1.于是得到 y1z 3p
s -

y3z1p
t
1≡ 0( modp

t
1 ) .

　　 [a′2 ,a′4 ]= a
y
1
w
3
pt1- y

3
w
1
pt1

1 = 1.于是得到 y1w 3p
t
1-

y3w1 p
t
1≡ 0( modpt

1 ) ,则 y1w3= y3w 1 .

　　 [a′3 , a′4 ]= a
z
1
w
3
p
t
1- z

3
w
1
p
t
1

1 = 1.于是得到 z1w 3p
t
1-

z 3w1p
t
1≡ 0( modp

t
1 ) ,则 z 1w3= z 3w 1 .

　　 a
′pt 2
2 = a

y
3
pt1+ t2- s

3 a
y
4
pt 2

4 = 1.于是有 a
y
3
pt1+ t 2- s

3 = 1,

a
y
4
pt2

4 = 1.由条件 t4 > t3 > t2 > t1 > s,也可以写成

y3p
t
1
+ t

2
- s
≡ 0( modp

t
3 ) , y4p

t
2≡ 0( modp

t
4 ) .即得到 y3

≡ 0( modp
t
3
- t

1
- t

2
+ s ) , y4≡ 0( modp

t
4
- t

2 ) .

　　a
′pt3
3 = a

z
2
pt 3

2 a
z
4
pt 4

4 = 1.于是有 a
z
2
pt 3

2 = 1,a
z
4
pt 4

4 = 1.由

条件 t4 > t 3 > t2 > t1 > s ,也可以写成 z 2p
t
3≡ 0

( modp
t
2 ) , z 4p

t
4≡ 0( modp

t
4 ) .即得到 (z2 , p )= 1, z4≡

0( modpt 4- t3 ) .

　　 a
′pt4
4 = a

w
2
pt4

2 a
w
3
pt 1+ t4- s

3 = 1.于是有 w2p
t
4 = 1,

w 3p
t
1
+ t

4
- s
= 1.由条件 t 4> t3> t2> t1> s ,也可以写成

w 2p
t
4≡ 0( modp

t
2 ) , w 3p

t
1
+ t

4
- s
≡ 0( modp

t
3 ) .即得到

( w 2 , p )= 1, w 3≡ 0( modp
t
3
+ s- t

1
- t

4 ) .所以有 z 1w 3=

z 3w 1 , y1w 3 = y3w 1 . 又 w 3≡ 0 ( modpt1- s ) , z 3≡ 0

( modp
t
1
- s
) , y3≡ 0( modp

t
1
- s
) ,于是得到 (z 1 , p )= 1,

(w 1 , p )= 1, (y1 , p )= 1.另外由 ( y1 , p )= 1, y1z 3p
s-

y3z 1p t1≡ ( modp t1 )及文献 [3 ]有 x1y2 - x 2y1≠ 0,

z 3w 4- z4w 3≠ 0,于是得到 ( y2 , p )= 1, (w 4 , p )= 1.

　　综上所述 , xi≡ 0( modp
t
i
- s
) , i= 2, 3, 4, yi≡ 0

( modp
t
i
- t

2 ) , i = 3, 4, z3≡ 0 ( modp
t
1
- s ) , z 4≡ 0

( modpt4- t3 ) ,w 3≡ 0( modpt1- s ) , (z2 , p)= 1, ( w2 ,p )=

1, ( x1 , p ) = 1, ( y1 , p )= 1, (z 1 , p )= 1, (w 1 , p) = 1,

( y2 , p )= 1, (w 4 , p )= 1.于是得到|Aut(G)|= (p -

1) 8p2t1+ 5t 2+ 3t3+ t4+ 5s- 8 .由|G|= p
t 1+ t2+ t3+ t4及 LA-群的

定义 ,得|G|||Aut(G)|,故 G为 LA-群 .

　　定理 2. 6　在群 G= 〈a1 ,a2 ,a3 ,a4 ,… ,an|a
pt1

1 =

a
p
t
2

2 = a
p
t
3

3 = a
p
t
4

4 = … = a
p
t
n

n = 1, [a1 ,a3 ]= a
p
s

1〉中 ,如果

tn > … > t4> t3 > t2 > t1> s ,则|Aut ( G)|= ( p -

1)
n
2
- n+ 4
2 ·

p
2t
1
+ ( 2n- 3)t

2
+ ( 2n- 5) t

3
+ ( 2n - 7)t

4
+ …+ 3t

n- 1
+ t

n
+ ( 2n - 3)s-

n 2- n+ 4
2 .

　　 证明 　设 a′1 = a
x
1
1 a

x
2
2 a

x
3
3 a

x
4
4 a

x
5
5 … a

x
n

n , a′2 =

a
y
1
1 a

y
2
2 a

y
3
3 a

y
4
4 a

y
5
5 … a

y
n

n , a′3 = a
z
1
1 a

z
2
2 a

z
3
3 a

z
4
4 a

z
5
5 … a

z
n

n , a′4 =

a
w 1
1 a

w 2
2 a

w 3
3 a

w 4
4 a

w5
5 … a

wn
n , a′5= a

r1
1 a

r2
2 a

r3
3 a

r4
4 a

r5
5… a

rn
n ,… , a′3

= a
u
1
1 a

u
2
2 a

u
3
3 a

u
4
4 a

u
5
5 … a

u
n
n ,基于定理 2. 5同样的证明方

法 , 最 终 得到 |Aut ( G )|= ( p - 1 )
n2- n+ 4

2 ·

p
2t
1
+ ( 2n- 3)t

2
+ ( 2n- 5) t

3
+ ( 2n - 7)t

4
+ …+ 3t

n- 1
+ t

n
+ ( 2n - 3)s-

n
2
- n+ 4
2 . 由

|G|= p
t
1
+ t

2
+ t

3
+ t

4
+ …+ t

n- 1
+ t

n及 LA-群的定义 ,得|G||

|Aut(G)|,故 G为 LA-群 .
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