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摘要:利用极小子群的 F -S-补及极小阶反例法 ,研究有限群的 p-幂零性问题 ,得到有限群为 p -幂零的若干新

判据 .
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Abstract: Using F-S-supplement of the minimal subgroups and the minimal counterex ample

method, the p-nilpotency of finite g roups is investigated. Some new sufficient condi tions fo r a

group to be a p-nilpotent g roup a re obtained.
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　　子群的可补性在有限群理论的研究中起着极

其重要的作用 . Kegel[1, 2 ]证明:如果群 G的每一个极

大子群在 G中有循环补子群或 G的某个幂零子群在

G中有幂零补子群 ,则 G可解 .王燕鸣
[3 ]
提出 c-补概

念并利用准素子群的 c-补研究超可解群和 p-幂零

群的结构 . 最近 ,郭文彬 ,缪龙 [4 ]从另一个角度定义

了 F-S-补概念 ,并利用极大子群的 F-S-补给出群的

若干新的性质和结构 .本文继续这一工作 ,利用极小

子群的 F-S-补来研究群的 p-幂零性 ,获得了有限群

为 p-幂零的一些新结果 .

本文讨论的群均为有限群 ,G = [H ]K表示 G

是 H与 K的半直积 ,其中 H4 G.其他未予特殊说明

的符号都是标准的 .

1　定义及引理

　　设 G为一个群 ,称群 G的一个子群 H在 G中有

补 ,如果存在 G的子群 K ,使得 G= HK且 H∩ K

= 1.

　　定义 1
[4 ]
　设 F是一个群类 , H是群 G的子群 ,

称 H在 G中有 F-S-补 ,如果存在 G的子群 K ,使得

G= HK且 K /K∩ HG∈ F,其中 HG= ∩ g∈ G H
g
是

包含在 H中 G的最大正规子群 ,这时 K叫做 H在 G

中的 F-S-补 .特别地 ,称 H在 G中有 p-幂零 -S-补 ,

如果存在 G的子群 K ,使得 G= HK且对于某个素

数 p, K /K∩ HG是 p-幂零群 .

　　 引理 1
[4 ]　设 F是一个商群闭且子群闭的群

类 , H是 G的子群 ,则下列陈述成立 .

( 1)若 K是 H在 G中的 F-S-补且 N4 G,则

KN /N是 HN /N在 G /N中的 F-S-补 .

( 2)设 N4 G且 N ≤ H ,若 K /N 是 H /N 在

G /N中的 F-S-补 ,则 K是 H在 G中的 F-S-补 .

( 3)若 H≤ D≤ G且 K是 H在 G中的 F-S-补 ,

则 K∩ D是 H在 D中的 F-S-补 .

　　 引理 2
[5 ]　 设 G是有限群 , P ∈ Sy lp (G) , 若

N G (P ) = CG ( P) ,则 G是 p-幂零群 .

　　引理 3
[ 6]　设 G是内 p-幂零群 (即真子群为 p-

幂零 ,而 G本身非 p-幂零 ) , 则 G为内幂零群 .

　　引理 4
[6 ]　 设 G是内幂零群 ,则:

( 1)对 |G|的某个素因子 p, G有一个正规

Sylow p-子群 P,且 G /P≌ Q,其中 Q为 G的非正规
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循环 Sylow q-子群 ,且 p≠ q;

( 2) P /H(P )是 G /H( P )的极小正规子群 ;

( 3)如果 P非交换且 p≠ 2,则 expP = p;

( 4)如果 P非交换且 p = 2,则 expP = 4;

( 5)如果 P交换 ,则 expP = p.

　　引理 5
[7 ]　设 G是内 p-幂零群 , N4 G, P为 G

的正规 Sylow p-子群 .若 G /N为 p-幂零群 ,则有 P

≤ N .

　　引理 6
[ 5]　设 G是有限群 , P是 G的 p -子群 ,但

不是 Sylow p -子群 ,则 P < NG ( P ) .

　　引理 7
[8 ]　设 G的每个极大子群 p -幂零而 G本

身非 p-幂零 ,则 G有正规 Sylow p-子群 P ,使得

|G∶ P|是素数 q的方幂 ,其中 (p≠ q) ,且 G的每个

极大子群是幂零群 .

　　引理 8
[9 ]
　设 G是有限群 , p是|G|的一个素因

子 , (|G|, p - 1) = 1. 若 M≤ G且|G∶M|= p ,

则 M4 G.

2　主要结果

　　定理 1　 设 G是有限群 , p是 |G|的一个素因

子 , (|G|, p - 1) = 1.如果 G中存在一个正规子群

N ,使得 G /N是 p-幂零群 ,且 N的每个极小子群在

G中有 p -幂零 -S-补 ,那么 G是 p-幂零群 .

证明　假设定理结论不真 ,选择 G是一个极小

阶反例 .则:

( 1)G是内幂零群 ,G= [P ]Q,其中 P, Q性质如

引理 4所述 .

对  L < G,有 L ∩ N4 L ,且 L /N ∩ L ≌

N L /N≤ G /N是 p-幂零群 .由引理 1,对 p∈ c(N

∩ L ) , N∩ L的任意 p阶子群在 L中有 p -幂零 -S-

补 .故 L满足定理 1的条件 ,由 G的选取知 L是 p-幂

零群 ,从而 G是内 p-幂零群 .由引理 3知 G是内幂零

群 ,从而 G= [P ]Q,其中其中 P ,Q性质见引理 4.

( 2) p > 2.

如果 p = 2,设 A≤ N且|A|= 2.依定理 1条

件 ,存在 G的子群 K ,使得 G= AK且 K /K∩ AG是

2-幂零群 .如果 K∩ AG = 1,则 K为 2-幂零群 .注

意到|G∶ K|= |A∶ A∩ K|≤ 2.如果|G∶ K|=

1,则 G= K是 2-幂零群 ,矛盾 .如果|G∶K|= 2,

则 K4 G.设 K 2′为 K的正规 2-补 ,由 K 2′charK知 K 2′

4 G,从而 G是 2-幂零群 ,矛盾 .如果 K∩ AG≠ 1,则

A = AG ,从而 K = G.这表明 G /A是 2-幂零群 .令

H /A是 G /A的正规 2-补 ,则 H= AH2′,其中 H2′是

群 H也是 G的 2′-Hall子群 .又由于|H∶ H2′|= 2,

从而 H2
′char H ,进一步有 H2

′4 G,从而 G是 2-幂零

群 ,矛盾 .

( 3)导出矛盾 .

由 p > 2及引理 4知 expP= p.由 G /N的 p-幂

零性及引理 5知 P≤ N .任取 x ∈ P \H( P ) ,由定理

1的条件知〈x〉在 G中有 p-幂零 -S-补 ,从而存在 G

的子群 K ,使得 G= 〈x〉K且 K /K∩ 〈x〉G是 p -幂

零群 .如果 K = G,则 G /〈x〉G是 p -幂零群 .显然〈x〉G

≠ 1,从而〈x〉G = 〈x〉. 由 x 的选取及引理 4知

〈x〉H(P ) = P ,从而 P= 〈x〉,于是 N G( P ) /CG ( P )同

构于 p -1阶群的一个子群 .由 (|G|, p - 1) = 1知

N G (P ) = CG (P ) .由引理 2知 G是 p-幂零群 ,矛盾 .

如果 K < G,记 P1 = P∩ K ,则 K≤ N G (P1 ) .又由

于 P1 < P ,由引理 6知 P1 < NP ( P1 ) ,从而 K <

N G (P1 ) .由|G∶K|= |〈x〉∶〈x〉∩ K|整除 p知

|G∶K|= p , 故 NG ( P1 ) = G, 即 P14 G. 如果

P1≤/ H( P ) , 则 1≠ P1H( P ) /H( P ) 4 G /H( P ) . 由引理

4知 P = P1≤ K ,从而 K = G,矛盾 . 如果 P1≤

H( P ) , 则 P = P∩ 〈x〉 K = 〈x〉 P1 = 〈x〉H( P) ,

从而 P = 〈x〉 ,于是 N G( P ) /CG ( P )同构于 p - 1阶

群的一个子群 .由 (|G|,p - 1) = 1知 NG ( P ) =

CG ( P ) . 由引理 2知 G是 p-幂零群 ,矛盾 .定理 1证

明完毕 .

　　定理 2　设 G是有限群 ,p是|G|的一个素因

子 , P∈ Sylp (G) .如果 P∩ G
′的每个极小子群在

N G (P )中有 p-幂零 -S-补 ,且 N G (P )为 p -幂零群 ,

那么 G是 p-幂零群 .

证明　假设定理结论不真 ,选择 G是一个极小

阶反例 .则:

( 1)P∩ G
′≤ Z (NG ( P) ) .

如果 P∩ G
′= 1,则结论显然成立 .如果 P∩ G

′

≠ 1,设 N 1是 P的极小正规子群且 N 1≤ P∩ G
′
.由

P的幂零性知 N 1≤ Z ( P)且|N 1|= p.依定理 2的

条件及引理 1知 N 1在 P中有 p -幂零 -S-补 ,从而存

在 P的子群 K 1 ,使得 P = N 1K 1 .于是 P∩ G
′
= ( P

∩ G
′
)∩ N 1K 1 = N 1 ( (P∩ G

′
)∩ K 1 ) .设 N 2是 ( P

∩ G
′)∩ K 1的极小正规子群 .由 N 1≤ Z ( P )知 ( P

∩ G
′)∩ K 14 P.同理知 N 2≤ Z ( P)且|N 2|= p.以

此类推得 P∩ G
′= N 1× N 2×… × N s ,其中 N i≤

Z ( P) , s是有限整数 .从而 P∩ G
′≤ Z ( P ) .依定理 2

的条件 , NG (P )有正规 p-补 H ,使得 NG ( P ) = P×

H.从而 P∩ G
′≤ Z ( NG ( P) ) .

( 2)导出矛盾 .

由引理 7知 G有子群 L是内 p-幂零群 ,从而 L
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是内幂零群 .由引理 4知 L = [Lp ]Lq ,其中 p≠ q. Lp

是 L的正规 Sylow p-子群 , Lq是 L的非正规循环

Sylow q-子群 .从而 L = L
L
q . 若否 ,则 L

L
q < L ,由 L

L
q

的幂零性知 Lq char LL
q ,从而 Lq4 L ,矛盾 . 进一步有

Lp = [Lp , Lq ].事实上 ,由 Lp4 L知 [Lp , Lq ]≤ Lp .如

果 [Lp ,Lq ] < Lp , 由 [Lp ,Lq ]4〈 Lp ,Lq〉 = L知 [Lp ,

Lq ]Lq < L ,从而 [Lp ,Lq ]Lq = [Lp ,Lq ]× Lq ,于是

[Lp , Lq ]≤ CL (Lq ) . 从而 [Lp ,Lq ]≤ CL ( LL
q ) =

CL (L ) = Z (L ) , L /Z (L )是幂零群 ,进而 L是幂零

群 ,矛盾 .从而 Lp≤ G
′
.不妨设 Lp≤ P ,从而 Lp≤ P

∩ G
′
. 由 ( 1)知 Lp≤ Z (N G (P ) ) ,从而 NG (P )≤

CG (Lp ) .记 A = NG (Lp ) ,由 Fra ttini论断知 A =

NG (Lp ) = CG (Lp )N A (P ) ,从而 NG (Lp ) = CG (Lp ) ,

故 L是 p-幂零群 ,矛盾 .定理 2证明完毕 .

　　定理 3　 设 G是有限群 , p是 |G|的一个素因

子 , (|G|, p - 1) = 1, P∈ Sy lp (G) .如果 P∩ G
′的

每个极小子群在 NG ( P )中有 p-幂零 -S-补 ,那么 G

是 p-幂零群 .

证明　假设定理结论不真 ,选择 G是一个极小

阶反例 .则:

( 1)如果 NG (P ) < G,则 N G( P )满足定理 3的

条件 ,从而 NG ( P)是 p-幂零群 .由定理 2知 G是 p-

幂零群 ,矛盾 .

( 2)如果 N G( P ) = G,则 P4 G.对 L < G且 R

∈ Sylp ( L ) ,则 R≤ P且 R= P∩ L ,从而 R∩ L
′=

(P∩ L )∩ L
′≤ P∩ G

′且 N L ( R )≤ N G( P ) .由引

理 1知 L满足定理 3的条件 .由 G的选取知 L是 p-

幂零群 ,从而 G是内 p-幂零群 .由引理 3知 G是内幂

零群 .设 A是 P∩ G
′的极小子群 ,从而存在 G的子

群 K ,使得 G= AK且 K /K∩ AG是 p -幂零群 .如果

K = G,则 G /AG是 p-幂零群 ,显然 AG≠ 1,从而 AG

= A.由 A4 G及引理 4知 AH( P ) = P或 A≤H( P ) .

如果 P= AH( P ) ,则 P = A,于是 NG ( P) /CG ( P)同

构于 p - 1阶群的一个子群 .由 (|G|, p - 1) = 1知

NG ( P) = CG ( P) .由引理 2知 G是 p-幂零群 ,矛盾 .

如果 A≤H( P ) ,由 P4 G知H(P )≤H(G) ,从而 A≤

H(G) , 故 G /H(G)≌ G /A /H(G) /A是 p-幂零群 .进

一步有 G是 p-幂零群 ,矛盾 .如果 K < G,由 K的幂

零性知 K = K p× K p′. 下面考虑子群 NG (K p ) ,如果

N G (K p ) = G,则 Kp4 G.由引理 4知 Kp = P或 Kp≤

H( P ) . 如果 Kp = P ,则 A≤ Kp ,从而 G= K ,矛盾 .

如果 K p ≤ H( P) , 则 P = AK p = A , 于 是

N G (P ) /CG( P )同构于 p - 1阶群的一个子群 .由

(|G|, p - 1) = 1知 NG (P ) = CG (P ) .由引理 2知 G

是 p-幂零群 , 矛 盾 . 如 果 NG (K p ) < G, 则

|G∶NG ( Kp )|= p.由引理 8知 N G( K p )是 G的幂零

正规子群 , 从而 G是 p-幂零群 ,矛盾 .

　　推论 1　设 G是有限群 ,p是|G|的最小素因

子 ,P∈ Sylp (G) . 如果 P∩ G
′的每个极小子群在

N G (P )中有 p-幂零 -S-补 ,那么 G是 p-幂零群 .
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