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摘要:引进局部凸空间的平均一致凸性的概念 ,给出其对偶的定义 ,得到平均一致凸 (平均一致光滑 )的局部凸

空间的特征刻画及其在 P-自反条件下的对偶关系: (X , P )是平均一致凸 (平均一致光滑 )的当且仅当 (X′, P′)

是平均一致光滑 (平均一致凸 )的 .
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Abstract: The definition of average uinform converxity in locally conver spaces is introduced, and

w e giv e the defini tio n of av erage uni form smoothness in locally conver spaces as the dual of

average uniform converxity, and obtained some necessary and sufficient conditions of av erage

uinform converxi ty ( av erage uniform smoothness) in locally conver spaces. In addi tion, on the

condi tions of P-reflexivity , w e obtained the dual relations of betw een average uinform converxi ty

and average uniform smooth ness, also, (X , P ) i s average uinform converxity ( average uinform

smoothness ) if and only if ( X′, P′) is average uinform smoo thness ( average uinform

converxity) .
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　　 1977年 Diminnie和 White
[1 ]
引进局部凸空间的

严格凸 . 1989年国起和吴从忻 [2 ]给出与文献 [1]等

价的严格凸 ,并且定义其对偶 ,即局部凸空间光滑 ,

还建立了它们之间的对偶关系 . 随后他们又给出一

致凸的局部凸空间
[3 ]
. 1995年白国仲

[4 ]
对 Banach

空间引进平均一致凸和平均局部 (平均弱局部 )一致

凸 ,并且证明平均一致凸性和空间的自反性与所讨

论的最佳逼近问题都有着密切的联系 . 本文将平均

一致凸性推广到局部凸空间 ,给出平均一致光滑性

的概念 ,并建立它们之间的对偶关系 .

1　相关概念

　　设 X是实线性空间 , P是 X 上的一族半范数 ,

且满足∩
p∈ P

p
-1 ( 0)= 0,其中 p

-1 ( 0)= { x∈ X∶ p( x )=

0} (这样的半范数族 P常称为分离的 ) . 令 TP是半

范数族 P生成的 X上的局部凸拓扑 ,则 ( X , TP )是

局部凸 Hausdorf f空间 ,简称局部凸空间 . 此时称

( T , P )为一个 Hausdorf f偶对 ,简称偶对 . 文后凡是

提到局部凸空间 ( X , TP )时 ,总意味着 TP是由 X 上

的某一分离的半范数族 P生成的 .

　　对每个 p∈ P ,考虑半范空间 (X , p ) . 用 ( X , p)
′

表示 ( X , p)上连续线性泛函全体作成的对偶空间 ,

其中范数定义为‖ f‖
′
p= sup

p( x )≤ 1
|f ( x )|, f∈ (X ,

p)′, (X ,p )′按范数‖ · ‖
′
p是一个 Banach空间

[2 ] .
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　　用 X′= (X , TP )′表示 (X , TP )的拓扑对偶空间 ,

并对每个 p∈ P ,考虑 X′的线性子空间 X′( p ) =

{ f∈ X′∶ sup
p ( x )≤ 1

|f ( x )|<+ ∞ }.

　　引入几个常用的记号: 对任意 p∈ P ,令 Up ( X )

= {x∈ X∶ p( x )≤ 1} , Sp (X )= {x∈ X∶ p (x )= 1} ,

即 Up ( X )和 Sp (X )分别表示半范空间 ( X , p)中的单

位球和单位球面 , S( X′( p ) )= { f∈ X′(p )∶‖ f‖
′
p

= sup
p ( x)≤ 1

|f ( x )|= 1} , U ( X′( p ) ) = { f∈ X′( p )∶

‖ f‖
′
p= sup

p( x )≤ 1
|f (x )|≤ 1} .

　　对任意 p∈ P ,x ∈ Sp (X ) ,令∑ p
(x ) = { f ∈

X′( p )∶‖ f‖ ′p = 1且 f (x ) = 1} ,由 Hahn-Banach

定理知道∑ p
( x )是非空的 .

　　对任意正数族 {CP > 0∶p∈ P } ,记 B {CP } =

{x∈ X∶ p( x )≤ Cp ,p∈ P} ,易知 B {Cp }是 ( X , TP )

中的绝对凸有界闭集 . 对每个 B {Cp } ,定义 X′上的

半范数 [2 ]: p′B {C
p
} ( f ) = sup

x∈ B{C
p
}
|f ( x )|(任意的 f ∈

X′) ,并且称 p′B{Cp}是由 B {Cp }决定的半范数 .记 P′

是形如 p′B{C
p
}的半范数的全体 ,容易验证 P′生成的

X′上的局部凸拓扑恰好就是 X′上的强拓扑 ( X′,

TP′) . 对以上得到的 X′的半范数 p′,考虑任意正数

族 {Cp′> 0∶p′∈ P′} .记 B {Cp′} = { f ∈ X′: p′( f )

≤ Cp′, p′∈ P′} ,对每个 B {Cp′} ,在 X″= (X′, TP′)′上定

义半范数 p″B{C
p′
} (F ) = sup

f∈ B {C
p′
}
|F ( f )|(任意的 F∈

X″) ,则形如 P″B {C
p′
}的半范数的全体 p″生成 X″上的

强拓扑 ( X″, TP″) .还可以知道 X″= ( X″, TP′)′[ 4] .记

J∶ X→ X″,其中 Jx = x
^
,对任意的 x ∈ X ,显然

J (X ) = X
^
,其中 X

^
= {x∈ X″∶ x∈ X } ,因而 J (X )

 X″.

　　定义 1. 1[5 ]　设 P是实线性空间 X上的一族半

范数 ,B是 (X , TP )中形如 B {Cp }的绝对凸有界闭

集 ,若存在 p∈ P ,有 Cp = 1,则称相应的 B {Cp }为一

个 p-正规集 .

为方便起见 ,以下用一个字母 B来表示 p-正规

集 B {Cp }.

　　定义 1. 2[5 ]　设 X , P , P″,J均如上述定义 ,局

部凸空间 (X , TP )是半自反的 ,即 J ( X ) = X″,若对

任意 p″∈ P″,存在 p∈ P ,λ> 0,使得对任意 x∈ X ,

有 p″( Jx ) = λp( x ) ,则称局部凸空间 ( X , TP )是 P-

自反的 . 换句话说 (X , TP )是 P-自反的当且仅当

(X , TP )是半自反的且对任意 p″∈ P″,存在 p∈ P

和λ> 0,使得 p″· J = λp成立 .

　　注 1. 1　文献 [5]已经证明 P-自反的空间 (X ,

TP )是自反的 ,但反之不成立 ,且说明对赋范空间而

言 ,P-自反和自反等价 ,因此 P-自反概念是赋范空

间中自反概念的自然推广 .

　　定义 1. 3
[ 5]
　设 p1 , p2是 X上的两个半范数 ,若

存在λ> 0,使得 p1 = λp2 ,则称半范数 p1 ,p2是绝对

等价的 .

　　定义 1. 4[5 ]　设 P是 X上的半范数族 ,若 P中

的任意两个半范数都不绝对等价 ,则称 P是良好的

半范数族 .

　　定义 1. 5[5 ]　设 P是 X上的半范数族 , P1是 X

上一个良好化的半范数族 ,P1 P且 P中任意元素

都和 P1中某个元素是绝对等价的 ,则称 P1是 P的良

好化 .

　　引理 1. 1
[ 5]
　对任意的 p∈ P和 x ∈ (X , TP ) ,

有 p (x ) = sup
f∈ U ( X′(p ) )

|f (x )|,其中 U ( X′( p) ) = { f ∈

X′( p)∶‖ f‖
′
p≤ 1}是 X′中的绝对凸 w

*
紧集 .

　　 引理 1. 2[5 ]　对任意的 p∈ P, X′( p) = (X ,

P)′成立 , 并且当 f ∈ X′( p ) 时 , 有 ‖ f‖ ′p =

sup
x∈ U

p
(X )

f ( x ) = sup
x∈ S

p
(X )
f (x ) ,|f ( x )|≤ ‖ f‖

′
p  

p( x ) (任意的 x ∈ X ) .

　　引理 1. 3[5 ]　若 ( X , TP )是 P-自反的 ,则自然

嵌入映射 J∶X → X″是到上同胚 ,因此 J ( TP ) =

TP″,即 J ( {G X∶ G∈ TP } ) = {G″ X″∶G″∈

TP″}; 若 ( X , TP )是 P-自反的 ,且 P是良好的 ,记

B {Cp″} = {F∈ X″∶p″( F)≤ Cp″, p″∈ P″} ,则存

在 B {Cp } = {x ∈ X∶p (x )≤ Cp , p∈ P} ,使得

B {Cp″} = J (B {Cp ) .

　　引理 1. 4[5 ]　若 (X , TP )是 P-自反的 ,则 (X′,

TP′)和 ( X″, TP″)分别是 P′-自反和 P″-自反的 .

　　引理 1. 5
[ 5]
　设 P是实线性空间 X上的一半范

数族 , P1是 P的良好化且 P1 P ,则 TP = TP 1.

2　平均一致凸的局部凸空间

　　定义 2. 1　 称偶对 (X , P )为平均一致凸的 ,若

对任意 p∈ P , {xn } , { yn } Up (X ) ,且 {xn } , { yn }是

TP有界的 ,当 lim
n
p (xn + yn ) = 2时 ,有 lim

n
p(

1
n∑

n

i= 1

xi

-
1
n∑

n

i= 1
yi ) = 0.

　　注 2. 1　当生成 X上局部凸拓扑 TP的这一族

半范数 P是由一个元素 p构成的 ,并且 p还是一个

范数时 ,局部凸 Hausdorf f空间 (X , TP )就是一个

Banach空间 ,这时定义 2. 1正好是 Banach空间相应
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的定义
[3 ]
.

　　定理 2. 1　偶对 (X , P )是平均一致凸的 ,当且

仅当任意的 p∈ P ,X> 0,X中任意 p-正规集 B存

在W> 0,使得当 { xn } , { yn } B且 P (
xn + yn

2
) > 1

- W时 ,有 p( 1
n∑

n

i= 1

xi - 1
n∑

n

i= 1

yi ) < X.

　　证明　必要性 .假设存在 p∈ P和 X中某一正

规集 B ,并且 X0 > 0.对任意的W> 0,都存在 { xn } ,

{yn }  B , 满 足 P (
xn + yn

2
) > 1 - W, 但 是

p (
1
n∑

n

i= 1
xi -

1
n∑

n

i= 1
yi )≥X0 . 取 W=

1
2 , 则存在

{x 1(n ) } , { y1(n ) } B ,满足 P(
x 1(n ) + y1( n)

2
) > 1 -

1
2
,

但是 p (
1
n∑

n

i= 1
xi -

1
n∑

n

i= 1
yi )≥ X0 .取W=

1
3 ,则存在

{x 2(n ) } , { y2(n ) } B ,满足 P(
x 2(n ) + y2( n)

2
) > 1 -

1
3
,

但是 p(
1
n∑

n

i= 1
xi -

1
n∑

n

i= 1
yi )≥X0 . 一般地取 W=

1
n+ 1

, 则 存 在 { xn (n ) } , {yn (n ) }  B , 满 足

P (
xn (n ) + yn(n )

2
) > 1 -

1
n+ 1

,但是 p(
1
n∑

n

i= 1

xi -

1
n∑

n

i= 1
yi )≥X0 .

　　因为 B是一个 p-正规集 ,所以我们得到 B中两

个 序 列 {xn( n) } , { yn (n ) } , 且 1 - 1
n + 1

<

P (
xn(n ) + yn (n)

2
)≤

1
2
[p (xn (n) ) + p (yn(n ) ) ]≤ 1,得

到 lim
n
p (xn (n) + yn (n ) ) = 2, 但是 p(

1
n∑

n

i= 1

xi -

1
n∑

n

i= 1
yi )≥X0 .这与 ( X ,P )是平均一致凸的矛盾 .

　　充分性 .假设 (X , P)不是平均一致凸的 ,由定

义 2. 1知 ,存在 p∈ P , {xn } , { yn } Up (X ) ,且 { xn } ,

{yn }是 TP 有界的 ,满足 lim
n
p(
xn + yn

2
) = 1,但是

lim
n
p( 1

n∑
n

i= 1

xi - 1
n∑

n

i= 1

yi )≠ 0,因此 ,存在X0 > 0和

自然数子列 {nk } ,使得 p (
1
k∑

k

i= 1
xni -

1
k∑

k

i= 1
yni )≥

X0 (任意的 k∈ N ).不妨设

　　 p(
1
n∑

n

i= 1

xn -
1
n∑

n

i= 1

yn )≥X0 ,n∈ N. ( 1)

令 B =
Δ

{z ∈ X∶ p(z ) ≤ 1,q(z ) ≤ sup
n
q( xn ) +

sup
n
q( yn ) } ,对任意的 q∈ P /{p} ,则 B是 X中的 p -正

规集 ,且显然有 { xn } , { yn } B .

　　 由已知条件 ,对上述 p ,X0存在W> 0,使得当

{ x′n } , {y′n } B ,满足 p(
x′n + y′n

2 ) > 1 - W时 ,有

　　 p(
1
n∑

n

i= 1

x′n -
1
n∑

n

i= 1

y′n ) < X0 . ( 2)

由于 lim
n
p (
xn + yn

2
) = 1,故对如上所述的W,存在 N

∈ N ,当 n > N时 ,有 p (
xn + yn

2
) > 1 - W,由 ( 2)式

有 p(
1
n∑

n

i= 1
xn -

1
n∑

n

i= 1
yn ) < X0.这与 ( 1)式矛盾 .

3　平均一致光滑的局部凸空间

　　定义 3. 1　 称偶对 (X , P )为平均一致光滑的 ,

若对任意 p∈ P, X中任意 p -正规集 B决定的 X′的

半范数 p′B , 当 { f n } , {gn }  U( X′( p ) ) , 满 足

lim
n
p′B ( f n + gn ) = 2时 , 有 lim

n
p′B (

1
n∑

n

i= 1
f i -

1
n∑

n

i= 1

gi ) = 0.

　　定理 3. 1　 偶对 ( X ,P )为平均一致光滑的 ,当

且仅当对任意 p∈ P ,任取λ∈ ( 0, 1) , X中任意 p-

正规集 B 决定的 X′半范数 p′B ,当 { f n } , {gn }  

U (X′(p ) ) ,满足 lim
n

p′B (λf n + ( 1 - λ)gn ) = 1时 ,有

lim
n

p′B (
1
n∑

n

i= 1
f i -

1
n∑

n

i= 1
gi ) = 0.

　　证明　必要性 .设 p′B是由任意 p-正规集 B决

定的 X′的半范数 ,任取λ∈ ( 0, 1) ,存在 { f n } , {gn }

 U (X′( p ) ) ,当 lim
n

p′B (λf n + ( 1 - λ)gn ) = 1,但是

lim
n

p′B ( 1
n∑

n

i= 1

f i - 1
n∑

n

i= 1

gi ) ≠ 0 时 , 不 妨 设

p(
1
n∑

n

i= 1
f i -

1
n∑

n

i= 1
gi )≥X0 ,其中X0 > 0.

　　若λ≥
1
2 , 记 hn = 2( 1- λ) (gn - f n ) + f n ,则

p′B (hn ) = p′B [2( 1 - λ) (gn - f n ) + f n ] = p′B [ ( 2λ

- 1) f n+ 2( 1 - λ)gn ]≤ ( 2λ- 1) p′B ( f n )+ 2( 1 -

λ) p′B ( gn )≤ 2λ- 1+ 2( 1 - λ) = 1,所以 {hn } 

U (X′(p ) ) , 并 且 p′B (
1
n∑

n

i= 1

f i -
1
n∑

n

i= 1

hi ) =

p′B (
1
n∑

n

i= 1
( f i - hi ) ) =

1
n
p′B (∑

n

i= 1
2( 1 - λ) (gi - f i ) )

=
2( 1 - λ)

n
p′B (∑

n

i= 1
(gi - f i ) )≥ 2( 1 - λ)X0 > 0.

另一方面 ,由λf n + ( 1 - λ)gn =
1
2
( f n + hn )知 ,
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lim
n

p′B ( f n + hn ) = 2 lim
n
p′B (λf n+ ( 1 - λ) gn ) = 2.

这与 (X , P )是平均一致光滑的矛盾 .若λ<
1
2
, 记

hn = 2( 1- λ) ( f n - gn )+ gn ,可用上面类似的方法

得出矛盾 .

　　综上所述 , lim
n

p′B (
1
n∑

n

i= 1

f i -
1
n∑

n

i= 1

gi ) = 0.

　　充分性 .取λ=
1
2
,由定义 3. 1可知偶对 (X ,P )

是平均一致光滑的 .

4　对偶关系

　　定理 4. 1　 ( 1)若偶对 (X′, P′)是平均一致凸

的 ,则 (X , P )是平均一致光滑的 . ( 2)若偶对 ( X′,

P′)是平均一致光滑的 ,则 (X , P )是平均一致凸的 .

　　证明　 ( 1)设任意的 p∈ P, X中任意 p -正规

集 B 决定的 X′上的半范数 p′B , {f n } , {gn }  

U( X′( p ) )满足 lim
n

p′B ( f n + gn ) = 2.因为对任意的

n∈ N ,有p′B ( f n ) = sup
x∈ B
|f n ( x )|≤ sup

x∈ U
p
( X )
|f n (x )|=

‖ f n‖ ′
p≤ 1.同理p′B (gn )≤ 1(对任意的 n∈ N ) ,因

此 { f n } , {gn }  Up′
B
( X′) . 又对任意的 p′B′∈

P′\ {p′B } ,其中 B′是形如 B (CP )的集合 ,对任意的 n

∈ N ,有 p′B′( f n ) = sup
y∈ B′
|f n ( y )|≤ sup

p( y )≤C
p

|f n (y )|=

Cp sup
y∈ U

p
( X )
|f n ( y )|= Cp‖ f n‖ ′

p = Cp .同理 p′B′(gn )

≤ Cp (对任意的 n∈ N ) .这表明 { f n } , {gn }在 ( X′,

TP′)中有界 . 注意到 lim
n
p′B ( f n + gn ) = 2,于是由

(X′,P′)是平均一致凸的定义 ,有 lim
n
p′B (

1
n∑

n

i= 1
f i -

1
n∑

n

i= 1
gi ) = 0. 这表明 ( X ,P )是平均一致光滑的 .

　　 ( 2)设对任意的 p∈ P, {xn } , {yn } Up (X ) ,其

中 { xn } , { yn }是 TP有界的 ,满足 lim
n
p (xn + yn ) = 2.

令 B =
Δ

{z ∈ X∶ p(z ) ≤ 1,q(z ) ≤ sup
n
q( xn ) +

sup
n
q( yn ) , q∈ p\ {p } } ,则 B是形如 B {CP }的集合 ,

且 CP = 1,故 B是 X中的 p-正规集 ,用 p′B表示由

p-正规集 B决定的 X′上的半范数 . 易知 xn ,yn∈ B

 Up (X ) (对任意的 n ∈ N ) . 由引理 1. 1知

U( X′( p ) ) = {g∈ X′( p )∶‖ g‖ ′
p≤ 1}是 X′中的

绝对凸 w
*
紧集 ,因而它是U(X′, X )有界的

[6 ]
,即是

TP′ 有 界 集 . 故 对 任 意 的 p′B{Cp } ∈ P′, 有

sup
h∈ U (X′( p ) )

p′B {C
p
} (h) <+ ∞ .

　　令 B′=
Δ

{g∈ X′∶ p′B ( g )≤ 1, p′B{C
p
} ( g )≤

sup
h∈ U ( X′(p ) )

p′B{C
p
} (h ) , p′B {C

p
}∈ P′\ {p′B } } ,则 B′是 X′中

的 p′B -正规集 ,易知 U (X′( p) ) B′ Up′
B
( X′) .

　　令 x
^
n , y

^
n分别表示 xn和 yn在 X″中的自然嵌入

像 ,有 ‖ x
^
n‖ ′p′

B
= sup

p′
B
(g )≤ 1
|x
^
n (g )|= sup

sup|x̂
n
( g)|

y∈ B

|x
^
n (g )|

≤ 1(对任意的 n∈ N ) ,即 { x
^
n } U ( X″( p′B ) ) .同理

{ y
^
n } U (X″(p′B ) ) .现在令 p″B′(F ) =

Δ

sup
g∈ B′
|F (g )|,

任意的 F∈ X″,则 p″B′是由 p′B -正规集 B′ X′决

定的 X″上的半范数 ,由 U( X′( p ) ) B′ Up′
B
(X′)

和引理 1. 2,我们得到 p″B′(x
^
n + y

^
n ) = sup

g∈ B′
|(x

^
n +

y
^
n ) (g )|≤ sup

p′
B
( g )≤ 1
|( x

^
n+ y

^
n ) (g )|= ‖ x

^
n+ y

^
n‖ ′p′

B
≤

‖ x
^
n‖

′
p′
B + ‖ y

^
n‖

′
p′
B = 2,以及 p″B′(x

^
n + y

^
n ) =

sup
g∈ B′
|(x

^
n + y

^
n ) (g )|≥ sup

‖ g‖′p≤ 1
|( x

^
n + y

^
n ) (g )|=

sup
‖ g‖′p≤ 1

|g ( xn + yn )|= p( xn + yn ) .注意到 lim
n
p( xn

+ yn ) = 2,所以有 lim
n
p″B′|( x

^
n + y

^
n ) = 2.又已知

( X′, P′)是平均一致光滑的 ,因此 lim
n
p″B′(

1
n∑

n

i= 1
x
^
i -

1
n∑

n

i= 1
y
^
i ) = 0.又因为 0≤ p (

1
n∑

n

i= 1
xi -

1
n∑

n

i= 1
yi ) =

sup
‖ g‖′p≤ 1

|g (
1
n∑

n

i= 1
xi -

1
n∑

n

i= 1
yi )|≤ sup

g∈ B′
|g (

1
n∑

n

i= 1
xi -

1
n∑

n

i= 1
yi )|= sup

g∈ B′
|(

1
n∑

n

i= 1
x
^
i -

1
n∑

n

i= 1
y
^
i ) ( g)| =

p″B′(
1
n∑

n

i= 1

x
^
i -

1
n∑

n

i= 1

y
^
i ) , 从而 lim

n
p (

1
n∑

n

i= 1

xi -

1
n∑

n

i= 1

yi ) = 0.这就证明了 (X , P )是平均一致凸的 .

　　引理 4. 1　设 (X , P )是偶对 , p0 ,p1是 P中两个

绝对等价的半范数 ,即存在λ> 0使得 p0 = λp1 ,则

B0是 (X , P )中的 p0-正规集 , p′B
0
是 B0决定的 X′上

的半范数 , { f n } {gn }∈ U (X′(p0 ) )满足 lim
n
p′B

0
( f n +

gn ) = 2且 lim
n
p′B0 (

1
n∑

n

i= 1
f n -

1
n∑

n

i= 1
gn ) = 0当且仅

当 B1 = λB0是 (X , P)中的 p1-正规集 , p′B1 = λp′B0

是 B1决定的 X′上的半范数 , { f
～

n } = {λ
- 1
f n } , {g~n }

= {λ
- 1
gn } U( X′( p1 ) )满足 lim

n
p′B

1
( f
～

n + g
~
n ) = 2

且 lim
n
p′B

1
(
1
n∑

n

i= 1

f
～

i -
1
n∑

n

i= 1

g
~

i ) = 0.

　　证明　必要性 .设 B0 = B {Cp }是 ( X ,P )中的

p0-正规集 ,其中 Cp
0
= 1. 先证明在已知条件下不可

能有λCp
1
< 1. 令 B

～

0= {x∈ X∶ p( x )≤ Cp
0
, p∈
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P \ {p1 } , p0 (x )≤ λCp
1
} , 显然有 B0 = B

～

0 . 于是 ,当

{ f n } , {gn }  U (X′(p0 ) ) 时 , p′B
0
( f n + gn ) ≤

sup
x∈ B

0

|( f n + gn ) (x )|= sup
x∈ B
～
0

|( f n + gn ) (x )|≤

sup
p
0
(x )≤λC

p1

|f n (x )| + sup
p
0
( x )≤λC

p 1

|gn (x )| = λCp
1

sup
p
0
(x )≤ 1
|f n ( x )|+ λCp

1
sup

p
0
( x)≤ 1
|gn (x )|= λCp

1
(‖ f n‖ ′

p
0

+ ‖ gn‖ ′
p
0
) = 2λCp

1
< 2(任意的 n∈ N ) , 得出

lim
n
p′B

0
( f n + gn ) < 2,与已知条件矛盾 .

　　以下只需要考虑λCp
1
≥ 1的情形 .令 B1 =

Δ

λB0 ,

B
～

1 = {x ∈ X∶ p( x )≤λCp } , p∈ P \ {p1 } , p1 (x )

≤ 1} ,则有 B1 = B
～

1 (因为对任意的 x ∈ B0 ,即有

p1 (λx ) = λp (x )≤λCp
1
,又有 p1 (λx ) = λp1 (x ) =

p0 (x )≤ 1,而λCp
0
≥ 1,于是有 B1 B

～

1 ,并且相反包

含关系 B1 B
～

1是显然的 ) .因此 B1是 (X , P )中 p1-

正规集 . 令 p′B
1
是由 B1决定的 X′上的半范数 ,则有

p′B
1
( f ) = sup

x∈ B
1

|f (x )|= λ sup
x∈ λB

0

|f (λ
- 1
x )|= λsup

x∈ B
0

|f ( x )|= λp′B0 ( f ) ,任意 f ∈ X′,即 p′B 1 = λp′B0 .现在

设 { f n } , {gn } U (X′(p0 ) ) ,满足 lim
n
p′B

0
( f n+ gn ) =

2且 lim
n
p′B

0
(
1
n∑

n

i= 1
f i -

1
n∑

n

i= 1
gi ) = 0,令 f

～

n = λ
- 1
f n ,

g
~

n = λ- 1
gn , 则 ‖ f

～

n‖ p
1
= sup

p
1
( x )≤ 1
|f
～

n (x )| =

sup
λ- 1p

0
( x )≤ 1
|λ- 1

f n (x )|= sup
p
0
( x)≤ 1
|f n ( x )|= ‖ f n‖ ′p

0
≤

0.同理有 ‖ g
~

n‖
′
p1 ≤ 1(对任意的 n ∈ N ) . 因此

{ f n } , {gn } U (X′( p1 ) ) ,且满足 lim
n
p′B

1
( f
～

n + g
~
n ) =

λlim
n
p′B0 (λ

- 1
( f n + gn ) ) = lim

n
p′B0 ( f n + gn ) = 2,

lim
n
p′B

1
(
1
n∑

n

i= 1

f
～

i -
1
n∑

n

i= 1

g
~

i ) = λlim
n
p′B

0
(λ- 1 (

1
n∑

n

i= 1

f i

- 1
n∑

n

i= 1

gi ) ) = lim
n
p′B

0
( ( 1
n∑

n

i= 1

f i - 1
n∑

n

i= 1

gi ) ) = 0.

　　充分性 .由于 p1 = λ
- 1
p0 ,根据已知条件 ,由上

述证明过程同理可知充分性成立 .

　　定理 4. 2　设 P是实线性空间 X上的一个分离

半范数族 ,且 P1是 P的良好化 ,则 ( 1)偶对 ( X ,P )是

平均一致凸的当且仅当 ( X ,P1 )是平均一致凸的 .

( 2)偶对 ( X ,P )是平均一致光滑的当且仅当 (X ,

P1 )是平均一致光滑的 .

　　证明　 ( 1)必要性 .设 (X , P )是平均一致凸空

间 ,则由 P1 P和平均一致凸的定义 ,可知 (X , P1 )

是平均一致凸的 .

　　充分性 .设 (X , P1 )是平均一致凸的 ,任取 p∈

P, {xn } , {yn } Up (X )且 {xn } , {yn }是 TP有界的 ,满

足 lim
n
p(xn + yn ) = 2.由 P1的定义 ,存在 q∈ P1和

λ> 0,使得 p = λq.由 q(λxn ) = λq(xn ) = p (xn )≤

1和 q(λyn ) = λq(yn ) = p ( yn )≤ 1,知 {λxn } , {λyn } 

Uq (X ) .再根据引理 1. 5和 {xn } , { yn }是 TP有界的

知 , {λxn } , {λyn }是 TP
1
有界的 ,且 lim

n
q(λxn + λyn ) =

lim
n
λq(xn + yn ) = lim

n
p (xn+ yn ) = 2.由于 ( X , P1 )是

平均一致凸的 ,所以 lim
n
q(

1
n∑

n

i= 1
λxi -

1
n∑

n

i= 1
λyi ) =

0,即 lim
n
p(

1
n∑

n

i= 1
xi -

1
n∑

n

i= 1
yi ) = lim

n
λq(

1
n∑

n

i= 1
xi -

1
n∑

n

i= 1
yi ) = lim

n
q(

1
n∑

n

i= 1
λxi -

1
n∑

n

i= 1
λyi ) = 0,所以

( X ,P )是平均一致凸的 .

　　 ( 2)必要性 .设 (X , P)是平均一致光滑的 ,由

P1 P和平均一致光滑的定义 ,知 (X , P)是平均一

致光滑的 .

　　充分性 .已知 (X , P1 )是平均一致光滑的 ,任取

p0∈ P,设 B0是 ( X ,P )中任意 p0-正规集 ,p′B
0
是 B0

决定的 (X , TP )′= X′上的半范数 ,且 { f n } , {gn } 

U (X′(p0 ) ) ,满足 lim
n
p′B

0
( f n + gn ) = 2.由于 P1是 P

的良好化 ,故存在 p1∈ P1和λ> 0使得 p0 = λp1 ,根

据引理 4. 1,可知 B1 = λB0是 (X , TP ) = ( X , Tp
1
)中

的 p1-正规集 ,pB
1
′= λpB

0
′是 B1决定的 (X , TP

1
)′= X′

上的半范数 ,且 { f
～

n } = {λ- 1
f n } , {g~ n } = {λ- 1

gn } 

U (X′(p1 ) )满足 lim
n
p′B

1
= ( f

～

n + g
~

n ) = 2.注意到

{ f
～

n } , {g~ n } U (X′(p1 ) )相应于偶对 (X , P1 )依然是

成立的 ,于是由 (X , P1 )是平均一致光滑的 ,可知

lim
n
p′B

1
(
1
n∑

n

i= 1

f
～

i -
1
n∑

n

i= 1

g
~
i ) = 0. 由于同 时有

lim
n
p′B

1
( f
～

n+ g
~

n ) = 2且 lim
n
p′B

1

1
n∑

n

i= 1

f
～

i - 1
n∑

n

i= 1

g
~

i ) =

0, 再 次 由 引 理 4. 1 的 充 分 性 可 以 得 出

lim
n
p′B 0 (

1
n∑

n

i= 1
f i -

1
n∑

n

i= 1
gi ) = 0. 由定义 3. 1可知 ,

( X ,P )是平均一致光滑的 .

　　定理 4. 3　若 (X , TP )是 P-自反的 ,则 ( 1)偶对

( X ,P )是平均一致凸的当且仅当偶对 (X″,P″)是平

均一致凸的 . ( 2)偶对 (X , P)是平均一致光滑的当

且仅当偶对 (X″, P″)是平均一致光滑的 .

　　证明　由定理 4. 2设 P是良好的半范数族 .

( 1)充分性 .由定理 4. 1知 ,若 (X″, P″)是平均

一致凸的 ,则 (X′, P′)是平均一致光滑的 ,再次应用
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定理 4. 1就可以得出 (X , P )是平均一致凸的 .

　　必要性 .若 (X , P )是平均一致凸的 ,即对任意

的 p∈ P , { xn } , { yn } Up (X )且 {xn } , { yn }是 TP有

界的 .当 lim
n
p( xn + yn ) = 2时 ,有 lim

n
p (

1
n∑

n

i= 1
xi -

1
n∑

n

i= 1

yi ) = 0.任取 p″∈ P″,由于 (X , TP )是 P-自反

的 ,知 J (X ) = X″,且存在 p∈ P和λ> 0使得 p″·

J = λp. 任取 {x″n } , { y″n } Up″(x″)且 { x″n } , { y″n }

是 TP″有界的 ,对任意的 n∈ N ,设 Jxn = x″n , Jyn =

y″,其中 xn , yn∈ X ,则有 { Jxn } , { Jyn } Up″( X″)是

TP″= J ( TP )有界的 ,因而 {xn } , { yn }是 TP有界的 .

　　 此外 ,对任意 n∈ N ,由 p″· J (xn )≤ 1, p″·

J ( yn )≤ 1知 λp (xn )≤ 1,λp ( yn )≤ 1,因此 {λxn } ,

{λyn } Up ( X ) ,且 {λxn } , {λyn }是 TP 有界的 ,所以

当 lim
n
p″(x″n + y″n ) = 2时 ,即当 lim

n
λp (xn + yn ) =

lim
n
p(λxn + λyn ) = 2时 ,由于 (X , P )是平均一致凸

的 , 可知 lim
n
λp(

1
n∑

n

i= 1
xi -

1
n∑

n

i= 1
yi ) = lim

n
p(λ 

(
1
n∑

n

i= 1

xi -
1
n∑

n

i= 1

yi ) ) = lim
n
p (λ

1
n∑

n

i= 1

xi - λ

1
n∑

n

i= 1

yi ) = 0,因而 lim
n
p″( 1

n∑
n

i= 1

x″i - 1
n∑

n

i= 1

y″i ) =

lim
n
( p″· J ) (

1
n∑

n

i= 1
xi -

1
n∑

n

i= 1
yi ) = lim

n
λp (

1
n∑

n

i= 1
xi -

1
n∑

n

i= 1

yi ) = 0,所以 (X″, P″)是平均一致凸的 .

　　 ( 2)充分性 .由定理 4. 1可以证明 .

　　必要性 .设 (X , P )是平均一致光滑的 ,即对任

意的 p∈ P ,X中任意 p-正规集 B决定的 X′上的半

范数 p′B ,当 { f n } , {gn } U (X′(p ) )满足 lim
n
p′B ( f n

+ gn ) = 2时 ,有 lim
n
p′B (

1
n∑

n

i= 1
f i -

1
n∑

n

i= 1
gi ) = 0.

　　现在对任意的 p″∈ P″,由于 (X , TP )是 p-自反

的 ,所以 J (X ) = X″且存在 p∈ P和λ> 0,使得 p″

· J = λp.对 X″中任意 p″-正规集 B
～

= B {Cq″} ,由引

理 1. 3可知 , 存在 B {Cq }  X , 使得 B {Cq″} =

J (B {Cq } ) . 令 B = B {Cq } ,则 B是 X中的 p-正规集 .

设 B
～

决定的 X 上的半范数为 p B
～ ,且设 B决定的 X′

上的半范数为 p′B ,令 J 1∶X→ X 为自然嵌入映射 ,

则对任意 f ∈ X′,有 p B～ ( J 1 f ) = sup
x̂ ∈ B
～
|J 1 f ( x

^
)|=

sup
J x∈ B

～
|J 1 f (Jx )| sup

x∈ λ- 1B
|f ( x )|= λ- 1 sup

x̂∈ B
～
|f (x )|=

λ- 1
p′B ( f ) (注意 J

- 1 (B
～

) = B {Cq } = λ- 1
B {λCq } =

λ
- 1
B ) ,所以 p B～ · J 1 = λ

- 1
p′B . 任取 { f

～

n } , {g
~
n }  

U (X (p″) )满足 lim
n
p B ( f

～

n + g
~
n ) = 2,注意到 (X′,

TP′)是 P′-自反的 ,有 J 1 ( X′) = X . 设 f
～

n = J 1 f n ,

g
~
n = J 1gn (对任意的 n∈ N ) ,从而 1≥ ‖ f

～

n‖ ″p =

sup
p″( F)≤ 1

| f
～

n (F )| = sup
p″·J ( x)≤ 1

|(J 1 f n ) (Jx )| =

sup
λp ( x)≤ 1

|(J 1 f n ) (Jx )| = sup
p (x )≤λ- 1

|f n (x )| =

‖λ- 1
f n‖ ′p , 所以 {λ- 1

f n }  U (X′( p) ) . 同理有

{λ- 1
gn }U( X′( p ) ) , 因此 , 2 = lim

n
p B～ ( f

～

n + g
~

n ) =

lim
n
p B～ · J ( f n + gn ) = λ- 1 lim

n
p′B ( f n + gn ) =

lim
n
p′B (λ

- 1
f n + λ

- 1
gn ) .由于 ( X , P)是平均一致光滑

的 , 所以 lim
n
p B～ (

1
n∑

n

i= 1

f
～

i -
1
n∑

n

i= 1

g
~
i ) = lim

n
p B～ ·

J (
1
n∑

n

i= 1

f i -
1
n∑

n

i= 1

gi ) = lim
n
λ- 1

p′B (
1
n∑

n

i= 1

f i -

1
n∑

n

i= 1

gi ) lim
n
p′B (λ- 1 1

n∑
n

i= 1

f i - λ- 1 1
n∑

n

i= 1

gi ) = 0.这

说明 ( X″, P″)是平均一致光滑的 .

　　定理 4. 4　若 (X , TP )是 P-自反的 ,则 ( 1) (X ,

P)是平均一致凸的当且仅当 ( X′, P′)是平均一致

光滑的 . ( 2) ( X ,P ) 是平均一致光滑的当且仅当

( X′, P′)是平均一致凸的 .

　　证明　 ( 1)充分性 .由定理 4. 1直接可以证明 .

　　必要性 .因为 (X , P )是平均一致凸的 ,由定理

3. 1可知 ( X″, P″)是平均一致凸的 ,再由定理 4. 1可

得 (X′,P′)是平均一致光滑的 .

　　 ( 2)充分性 .由定理 4. 1直接可以证明 .

必要性 .因为 (X , P )是平均一致光滑的 ,由定

理 3. 1可知 (X″,P″)是平均一致光滑的 ,再由定理

4. 1可得 (X′, P′)是平均一致凸的 .
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