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用 WZ方法证明 3个著名组合恒等式*
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Method
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摘要:利用 WZ方法证明 Bailey4F3恒等式、 Vandermonde恒等式和李善兰恒等式成立 .
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Abstract: The Bailey4F3 identity , Vandermonde identity and Li-shanlan identity have been proved

by WZ method.
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　　在组合数学中 ,组合恒等式的证明是一个很重

要的内容 ,又由于它具有相当的复杂性 ,其证明方法

也多种多样 .证明组合恒等式 ,常用的方法有组合分

析法和生成函数法 .有些组合恒等式还可以利用集

合论的观点、求导法则和概率法加以论证 .文献 [ 1]

给出 Bailey4F3恒等式的超几何变换证明 .文献 [2,

3]分别用概率法和幂级数法证明了李善兰恒等式 .

上述这些方法均可以用来证明 Vandermonde恒等

式成立 .

1990年 , Wilf和 Zei lberger在 Gosper算法
[ 4]
的

基础上发明了 WZ方法
[ 1, 5, 6 ] ,并因此荣获了 Steele

奖 .这种方法在证明超几何恒等式 [1, 7, 8 ] (很多组合

恒等式也可以用超几何级数来表示 )方面功能强

大 [6 ] . 本文利用 WZ方法对 Bailey4F3 恒等式、

Vandermonde恒等式和李善兰恒等式进行证明 .文

中用到的定义及符号参见文献 [1, 5, 9 ] ,其中 Z, C

分别代表整数域和复数域 .

1　预备知识

1. 1　定义与记号

　　定义 1
[1, 7, 8 ]

　形如∑
k

tk 的级数称为超几何级

数 ,如果相邻两项

　　
tk+ 1

tk
=

P (k )
Q(k )

,P , Q∈ C(k ) , C(k )≠ 0, ( 1. 1)

是关于 k的有理多项式 .不失一般性 ,我们假定

　　 t0 = 1. ( 1. 2)

　　定义 2
[1, 9 ]　 Gamma函数

　　Γ(z )∶ =

1
z∏

∞

n= 1
1+

z
n

- 1

1+
1
n

z

, z∈ C. ( 1. 3)

　　定义 3
[1, 8 ]　阶乘 ( Pochhammer符号 )

　　 (a)n∶ =
Γ(a+ n)
Γ(a)

,n∈ Z,a∈ C. ( 1. 4)

　　对参数 a1 ,a2 ,… ,ap ; b1 ,b2 ,… ,bq∈ C,有记号:

　　 pFq

a1 ,a2 ,… ,ap

b1 ,b2 ,… ,bq
; z ∶ =

∑
∞

k= 0

(a1 ) k (a2 )k… (ap )k
(b1 )k (b2 ) k… (bq )k

z
k

k!
. ( 1. 5)

显然 ( 1. 5)式满足

　　
tk+ 1

tk
=

(k+ a1 ) (k+ a2 )… (k+ ap )
(k+ b1 ) (k+ b2 )… (k+ bq ) (k+ 1)z ,

( 1. 6)
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即满足定义 1.

1. 2　WZ方法及其相关引理

　　WZ方法是用来证明形如

　　∑
∞

k= 0

t (n,k ) = s (n) ( 1. 7)

的超几何恒等式 ,其中 t (n,k )关于 n,k为超几何的 ,

s (n)关于 n为超几何的 . 当 s (n) = 0时 , ( 1. 7)式易

证明 ;当 s (n )≠ 0,记

　　F (n,k ) = t (n,k ) /s (n) . ( 1. 8)

那么转化为证明

　　∑
∞

k= 0
F(n, k) = 1. ( 1. 9)

　　WZ方法主要是要寻找一个有理函数 R (n,k ) ,

此函数定义为

　　G(n,k ) = R (n,k )F (n,k ) . ( 1. 10)

如果找到合适的 R (n,k ) ,则 WZ方程 [ 1, 5]

　　F (n+ 1,k ) - F (n,k ) = G(n,k+ 1) -

G(n,k ) ( 1. 11)

成立 . ( 1. 11)式两边对 k从 0到∞求和 ,得到

　　∑
∞

k= 0
F(n + 1, k) - ∑

∞

k= 0
F (n,k ) =

lim
k→∞

G(n, k+ 1) - G(n, 0) . ( 1. 12)

如果 G(n, 0)和 lim
k→∞

G(n,k )趋于零 ,有

　　∑
∞

k= 0
F(n + 1, k) = ∑

∞

k= 0
F (n,k ) . ( 1. 13)

显然∑
∞

k= 0

F(n, k)与 n无关 ,通常取 n = 0.证明 ( 1. 7)

式转化为证明

　　∑
k

F( 0,k ) = 1. ( 1. 14)

通常把使得 ( 1. 10)式与 ( 1. 11)式成立的 R (n,k )称

为 WZ Certificate,同时将得到的两个恒等式 ,简称

为 WZ对 .证明 WZ对除了验证其满足 ( 1. 11)式外

还应该满足条件: (Ⅰ )对任意正整数 k ,极限

　　 f k = lim
n→∞

F (n,k ) ( 1. 15)

存在并有限 . (Ⅱ )对每个非负整数 n,

　　 lim
k→±∞

G(n,k ) = 0. ( 1. 16)

(Ⅲ )对任意整数 L有

　　 lim
L→∞

G(n, - L ) = 0. ( 1. 17)

　　引理 1
[ 5]
　如果 F(n,k )是满足定义 1的超几何

级数项 ,则有

　　∑
J

j= 0
aj (n) F(n+ j ,k ) = G(n,k+ 1) - G(n,k ) .

( 1. 18)

其中

　　 R(n,k )∶=
G(n,k )
F (n,k )

( 1. 19)

是关于 n和 k的有理多项式 ,称之为 Certificate.

证明　参见 WZ方法并结合线性代数相关知

识 ,引理 1容易证明 . 其它证法可参考文献 [5, 6] .

　　引理 2
[6 ]
　 令 [F ,G ]满足 ( 1. 11)式 ,如果条件

(Ⅱ )成立 ,则有恒等式

　　∑
∞

k= 0

F (n,k ) = c(c代表常数 ) . ( 1. 20)

如果条件 (Ⅰ ) , (Ⅲ )成立且 f 满足 ( 1. 15)式则又可

以得到另外的恒等式

　　∑
n≥ 0

G(n,k ) = ∑
j≤k - 1

( f j - F( 0, j ) ) . ( 1. 21)

　　证明　对 ( 1. 11)式两边从 k = - L到 K进行

求和得

　　Δn ∑
K

k= - L

F (n,k ) = ∑
K

k= - L

{ΔkG(n,k ) } = G(n, K

+ 1) - G(n , - L ) , ( 1. 22)

其中 Δn ,Δk 分别是关于 n ,k的差分算子 . 结合

( 1. 22) 式 (K , L → ∞ ) 及条件 (Ⅱ ) , 可以发现

∑
k

F (n,k )与 n无关 , ( 1. 20)式得以证明 .

　　同样 ,对 ( 1. 11)式两边从 n = 0到 N求和得

　　 F( N + 1,k ) - F( 0,k ) = Δk ∑
N

n= 0
G(n,k ) .

( 1. 23)

对 ( 1. 23)式取极限 (N→∞ )并利用条件 (Ⅰ )得

　　 f k - F( 0,k ) = Δk {G(n ,k ) }. ( 1. 24)

对 ( 1. 24)从 - L到 k - 1求和并利用条件 (Ⅲ ) ,可

以知道 ( 1. 21)式成立 .

　　由引理 1和引理 2,我们可以看出 WZ方法的成

功之处在于两个方面: ( 1) 证明已知恒等式 ; ( 2)

通过已知恒等式的 Certi ficate寻找新的恒等式 . WZ

对可以通过如下方式来构造: ( i)选定任意的函数

H(n, k ) ; ( ii )令 F = ΔkH(n,k ) , G= ΔnH(n,k ) .如果

要证明的是超几何恒等式 ,只需要选择具有封闭形

式的H(n,k ) .

2　主要结果

　　用 WZ方法证明所给的恒等式 ,我们将得到一

组 [F, G ]满足 ( 1. 11)式或 ( 1. 18)式 ,否则 WZ方法

失效 (等式依然可能成立 ) .

　　定理 1　证明 Bailey4F3恒等式 [1 ]:

　　 4F3
a /2, (a+ 1) /2,b+ n, - n

b /2, (b + 1) /2,a+ 1
; 1 =

(b - a)n
(b )n

. ( 2. 1)
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　　证明　记

　　s (n) =
(b - a)n

(b )n
. ( 2. 2)

由引理 1,只需证明

　　 (b+ n - 1)s (n) - (b - a+ n - 1)s (n -

1) = 0. ( 2. 3)

由 WZ方法可以得到二阶递推关系:

　　 (n+ 1) ( - n - b+ a) F (n ,k )+ ( - a
2+ ba -

a + 2nb+ 3b+ 2+ 4n+ 2n2 )F (n+ 1,k ) - (b+

n + 1) (a+ n + 2)F (n + 2,k ) = G(n,k + 1) -

G(n,k ) , ( 2. 4)

其中

　　G(n,k ) = ( - (a+ 1+ 2k ) (a+ 2k ) (b +

n + k ) (n+ 1) /(b + n) (n - k+ 1) F(n,k ) . ( 2. 5)

显然

　　 (n+ 1) ( - n - b+ a)s (n ) + ( - a
2 + ba -

a + 2nb + 3b+ 2+ 4n+ 2n
2
)s (n+ 1) - (b+ n+

1) (a+ n+ 2)s (n+ 2) = 0. ( 2. 6)

因为 s ( 0) = 1, s ( 1) =
b - a
b
且 s(n ) =

(b - a )n
(b) n

满

足 ( 2. 6)式 ,所以 ( 2. 1)式成立 .

　　定理 2　证明 Vandermonde恒等式
[6 ]:

　　∑
n

k= 0

n

k

2

=
2n

n
,n≥ 0. ( 2. 7)

　　证明　由引理 1知 ,函数

　　F (n,k ) =
2n

n

- 1
n

k
, ( 2. 8)

　　G(n,k ) = -
1
2

n

k

2

( 3n+ 3 - 2k )k
2

2n

n
( 2n+ 1) (n+ 1 - k ) 2

( 2. 9)

是 ( 2. 7)式的一组 WZ对 .只需取

　　R (n,k ) = -
1
2

k
2
( 3n+ 3 - 2k )

(n+ 1 - k )
2
( 2n+ 1)

.

( 2. 10)

容易知道 ( 2. 8)式 , ( 2. 9)式满足 ( 1. 11)式及条件

(Ⅰ ) ～ (Ⅲ ) .根据引理 2,得到一个新的对偶恒等式

　　∑
n≥ 0

( 3n+ 1 - 2k )

( 2n+ 1)
2n

n

n

k

2

= 2. ( 2. 11)

　　定理 3　证明李善兰恒等式
[2, 3 ]

:

　　∑
n

k= 0

n

k

2
m + 2n - k

2n
=

m+ n

2

2

.

　　证明　只要取

　　 R (n,k ) = -
1
2

( - m- 2n- 1+ k )k2 { [- 4( n+

1) - 3m+ 3k ] (n+ 1)+ 2mk } / ( 2n+ 1) ( - n - 1+

k )
2
(m+ n+ 1) ,

就可以证明定理 3.
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