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同模型下数据缺失时线性回归模型反应变量均值的经

验似然置信区间*
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摘要:在两独立总体具有相同的线性回归模型下 ,当第一总体的样本为完全样本 ,第二总体的反应变量完全缺

失时 ,利用第一总体的样本信息 ,得到第二总体反应变量均值的经验似然置信区间 .
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Abstract: This paper supposes that tw o independent population have the same linear reg ession

model, w hen the samples of the first population are complete and the response va riables of the
second population are missing. By using the sample information of the first population, w e obtain

mean’ s empirical likelihood confidence intervals of the second population.
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　　 考虑两个独立总体 (X 1 , Y1 ) , (X 2 ,Y 2 ) , (X i ,

Yi ) , i = 1, 2为 R
d× R

1上的随机向量 ,假设它们都

满足相同的线性回归模型

Y = X
fU+ X, ( 1)

其中U为 d维未知常数向量 ,X为随机误差 ,且 EX=

0, 0 <e2 = EX2 < ∞ ,X与 X独立 .某次试验要从两

总体中抽样 ,得到总体 (X 1 , Y1 )的样本为完全样本

(X 11 ,Y11 ) ,… , (Xn
1
1 , Yn

1
1 ) ,总体 (X 2 , Y2 )的样本为

不完全样本 ( X 12 ,* ) , ( Xn
2
2 ,* ) ,其中* 表示 Yi2全部

缺失 , i = 1, 2,… ,n2 .本文在一些假设条件下 ,利用

总体 (X 1 , Y1 )的完全样本的有关信息 ,得到θ= EY 2

的经验似然置信区间 .

1　相关引理

　　利用总体 (X 1 ,Y 1 )的完全样本构造U的最小二
乘估计

　　U
^
= (∑

n
1

j= 1
X j 1X

f
j 1 )- 1∑

n
1

j= 1
X j1Y j1 , ( 2)

因此 ,可以用 Y
^

i2 = X
f
i2U
^
补充 Yi2 .

类似于文献 [1 ],可得θ= EY2的对数经验似然

比统计量

l
^
n
2
(θ) = 2∑

n
2

i= 1

log 1+ λn
2
(Y
^

i2 - θ) , ( 3)

其中λn
2
= λn

2
(θ)满足方程

　　∑
n
2

i= 1

Y
^
i2 - θ

1+ λn
2
( Y
^

i2 - θ)
= 0. ( 4)

　　引理 1　假设 E‖ X‖ 2 < ∞ , 0 <e2 = EX2 <

∞ ,n2 /n1→λ, 0 < λ< ∞ ,如果θ为真参数 ,则有

n
- 1 /2
2 ∑

n
2

i= 1
( Y
^

i2 - θ)
L

N ( 0, V (θ) ) ,

其中 V (θ) = UfEX 2X
f
2U - 2( EX 2 )fUθ+ θ2 +

λ(EX 2 )f(EX 1X
f
1 ) - 1

EX 2e2 .

证明　由于

　　n
- 1 /2
2 ∑

n
2

i= 1
( Y
^

i2 - θ) = n
- 1 /2
2 ∑

n
2

i= 1
X
f
i2 (U

^
-
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U) + n
- 1 /2
2 ∑

n
2

i= 1
(X
f
i2U- θ) = R1 + R2. ( 5)

由U
^
的定义有

R1 = n
- 1 /2
2 ∑

n
2

i= 1

X
f
i 2 (U

^
- U) =

n
- 1 /2
2 ∑

n
2

i= 1
X
f
i2 (∑

n
1

j= 1
X j 1X

f
j 1 )

- 1∑
n
1

j= 1
X j1Xj =

λ
1 /2
EX

f
2 ( EX 1X

f
1 )

- 1
n
- 1 /2
1 ∑

n1

j= 1
X j1Xj + op ( 1)

L

N ( 0,

λ( EX2 ) 1 ( EX 1X
f
1 ) - 1

EX 2e2 ) . ( 6)

由中心极限定理 [2 ]知

　　R2 =
L

N ( 0,UfEX 2X
f
2U- 2( EX 2 )fUθ+

θ2 ) . ( 7)

直接计算得 cov ( R1 , R2 ) = 0,因此 ,由 ( 5) ～ ( 7)式

知引理 1成立 .

　　引理 2　在引理 1的条件下 ,如果θ为真参数 ,

则有

n
- 1
2 ∑

n
2

i= 1

(Y
^
i2 - θ) 2

p
V1 (θ) ,

其中 V1 (θ) = UfEX2X
f
2U- 2(EX 2 )fUθ+ θ2 .

证明　容易看到

n
- 1
2 ∑

n
2

i= 1
(Y
^
i2 - θ) 2 = I1 + I2 + I3 , ( 8)

其中 I1 = n
- 1
2 ∑

n
2

i= 1
( Xfi2 (U

^
- U) ) 2 , I2 = n

- 1
2 ∑

n
2

i= 1
(Xfi2U-

θ) 2 , I3 = 2n- 1
2 ∑

n
2

i= 1
X
f
i2 (U

^
- U) (Xfi 2U- θ) .

由大数定律及 U
^ p

U知

I1 = op ( 1) , I3 = op ( 1) , ( 9)

I2 = UfEX 2X
f
2U- 2( EX 2 )fUθ+ θ2 + op ( 1) .

( 10)

因此 ,由 ( 8) ～ ( 10)式知引理 2成立 .

　　引理 3　令 Y
^
(n
2
) = max

1≤ i≤ n
2

|Y
^
i2|,在引理 1的条件

下有 Y
^
(n
2
) = op (n1 /22 ) .

证明　Y
^
( n
2
) = max

1≤ i≤ n
2

|Y
^
i2|= max

1≤ i≤ n
2

|X
f
i2U
^
|≤

max
1≤ i≤n 2

‖ X i2‖ ‖U
^
‖ ,由假设条件 E‖ X‖

2
< ∞ ,根

据文献 [3 ]有 max
1≤ i≤n

2

‖ X i2‖ = op (n
1 /2
2 ) , 再由 U

^
=

Op ( 1) ,引理 3得证 .

引理 4　 若引理 1的条件成立 , 则有 λn
2
=

Op (n- 1 /2
2 ) .

证明　由引理 1易得 n
- 1
2 ∑

n
2

i= 1

(Y
^
i2 - θ) =

Op (n
- 1 /2
2 ) ,再根据引理 2和引理 3,类似于文献 [1]

的方法可得引理 4成立 .

2　主要结果

　　定理 1　假设 E‖ X‖ 2 < ∞ , 0 <e2 = EX2 <

∞ ,n2 /n1→λ, 0 < λ< ∞ ,如果θ为真参数 ,则有

l
^
n
2
(θ)

L V (θ)
V1 (θ)

i
2
1 ,

其中 V (θ) = UfEX 2X
f
2U - 2( EX 2 )fUθ+ θ2 +

λ(EX 2 )
f
(EX 1X

f
1 )

- 1
EX 2e

2
,V1 (θ) = U

f
EX2X

f
2U -

2( EX 2 )fUθ+ θ2 ,i21是自由度为 1的i2变量 ,
L
表

示依分布收敛 .

证明　对 ( 3)式进行泰勒展开可得

　　 l
^
n
2
(θ) = 2∑

n
2

i= 1
[λn

2
(Y
^
i2 - θ) -

1
2
(λn

2
(Y
^
i2 -

θ) )
2
]+ Vn2 , ( 11)

其中|Vn
2
|≤ c∑

n
2

i= 1

λn2 ( Y
^
i 2 - θ)

3
, a. s. .根据引理 2

～ 4,有

|Vn2|≤ c|λn 2|
3
max
1≤ i≤ n

2

Y
^
i2 - θ∑

n
2

i= 1
( Y
^
i 2 - θ)

2
=

op ( 1) . ( 12)

注意到

n
- 1
2 ∑

n
2

i= 1

Y
^

i2 - θ

1+ λn
2
( Y
^
i 2 - θ)

= n
- 1
2 ∑

n
2

i= 1
( Y
^

i2 - θ) -

n
- 1
2 ∑

n
2

i= 1
(Y
^

i2 - θ)
2
λn 2+ n

- 1
2 ∑

n
2

i= 1

λ2n
2
(Y
^
i2 - θ) 3

1+ λn
2
( Y i 2 - θ)

.

( 13)

由 ( 4)式 , ( 13)式及引理 2～ 4,得到

λn
2
= ∑

n
2

i= 1
Y
^

i2 - θ
2 - 1

∑
n
2

i= 1
Y
^
i2 - θ+

op (n
- 1 /2
2 ) . ( 14)

再利用 ( 4)式 ,有

　　 0 = ∑
n
2

i= 1

Y
^
i 2 - θ

1+ λn
2
(Y
^
i2 - θ)

=

∑
n
2

i= 1

λn
2
Y
^
i2 - θ - ∑

n
2

i= 1

λn
2

Y
^
i 2 - θ

2
+

∑
n
2

i= 1

λn
2
Y
^
i2 - θ

3

1+ λn
2
(Y
^
i2 - θ)

. ( 15)

由 ( 4)式及引理 3和 4又可以得到

　　∑
n 2

i= 1

λn
2
Y
^
i 2 - θ 3

1+ λn
2
( Y
^

i2 - θ)
= op ( 1) . ( 16)

由 ( 15)式和 ( 16)式有

　　∑
n
2

i= 1
λn

2
Y
^

i2 - θ= ∑
n
2

i= 1

λn
2
Y
^
i2 - θ

2
+

op ( 1) . ( 17)
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|f ( x
*
)|<X= 10

- 14
.计算结果见表 2.

　　测试函数 f (x )分别取为 ( a) x
3+ x

2 - 10,T=

1. 8674600246063, ( b) (x - 1) 6- 1,T= 2, (c) ( x-

1)
3
(x+ 2)

4
,T1= 2,T2= - 2, ( d) sin( x- 1)+ x - 1,T

= 1.

　　从表 2结果可以看出 ,新方法适合函数类的范

围比文献 [4]和文献 [6 ]都要宽 .

表 2　数值实验结果

Tabl e 2　Numerical results

f (x ) x 0

迭代次数 N Iteration times N

HN [4 ] MN [4] SN [6] GN [6] 新方法
New algori thm

( a) - 0. 5 42 10 10 4 8

1 3 3 3 3 8

2 3 3 3 3 4

( b) 1. 5 7 58 195 12 13

2. 5 4 5 5 5 6

3 5 6 6 5 7

( c) 1. 4 41 49 49 46 49

- 3 60 70 72 67 70

( d) 1. 5 3 3 2 3 4

3 14643 4 3 7 63

- 1 18592 4 3 7 13

5　结束语

新方法在较广的函数类中至少是三阶收敛 , 比

文献 [1 ]的指数迭代法高一阶 .同时 , 新方法也保持

了文献 [2]的一个重要的优点: 去掉了强加给 f ( x )

的单调性即要求 f′(x )≠ 0.

总之 , 不同的方法有不同的特点 ,从以上的理

论分析和数值实验可知 ,新方法是一种较优的求解

非线性方程的方法 , 在理论上和实用上都有一定的

价值 .
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再由 ( 11)式 , ( 12)式 , ( 14)式和 ( 17)式得到

　　 l
^
n
2
(θ) =

n
- 1
2 ∑

n
2

i= 1
Y
^
i2 - θ

2 - 1

n
- 1 /2
2 ∑

n
2

i= 1

Y
^
i2 -

θ

2

+

op ( 1) . ( 18)

最后由引理 1和 2知 ,定理 1成立 .

　　由于非标准的i
2
分布不能对θ作区间估计 ,故

需引入调整的对数经验似然比 l
^
n
2
,a d (θ) ,首先构造

V (θ)的相合估计 ,令

　　 X- 2 = n
- 1
2 ∑

n
2

i= 1

X i2 ,e
^ 2 = n

- 1
1 ∑

n
1

i= 1

( Yi1 -

X
f
i1U
^
)
2
,X 1X

f
1= n

- 1
1 ∑

n1

i= 1
X i1X

f
i1 , X 2X

f
2 = n

- 1
2 ∑

n2

i= 1
X i2X

f
i2 ,

则 V
^
(θ) = U

^ f
X 2X

f
2U
^

- 2( X
^
2 )
f
U
^
θ + θ

2
+

n2

n1
( X
^
2 )
f
( X1X

f
1 )

- 1
X
^
2e
^ 2
为 V (θ)的相合估计 .由引理

2知 V
^
1 (θ) = n

- 1
2 ∑

n
2

i= 1

( Y
^

i2 - θ) 2为 V1 (θ)的相合估计 ,

进一步令 r (θ) =
V
^
1 (θ)

V
^
(θ)

, l
^
n
2
,ad (θ) = r (θ) l

^
n
2
(θ) .

　　定理 2　在定理 1的假设下 ,如果θ为真参数 ,

则 l
 
n
2
, ad (θ)渐近i21分布 ,即 P ( l

^
n
2
,ad (θ)≤ cT) = 1 -

T+ o( 1) ,其中 P (i
2
1≤ cT) = 1 - T.

　　证明　由 l
^
n
2
,ad (θ)的定义和 ( 18)式知

l
^
n
2
,ad (θ) = n

- 1 /2
2 ∑

n
2

i= 1

Y
^

i2 - θ

V
^ 1 /2

(θ)

2

+ op ( 1) . ( 19)

由于 V
^
(θ)为 V (θ)的相合估计 ,由引理 1和 ( 19)式 ,

定理 2得证 .

　　注　由定理 2可以构造θ的置信区间 ,令

In
2
,T= {θ′∶ l

^
n
2
,ad (θ′)≤ cT} ,则 P(θ∈ In

2
,T) = 1 -

T+ o( 1) .
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